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Πρόβλημα 1 : Για ποιες τιμές των πραγματικών αριθμών 𝛼𝛼,𝛽𝛽 η τιμή της παράστασης  
                        𝛢𝛢 = 𝛼𝛼2 − 10𝛼𝛼𝛽𝛽 + 27𝛽𝛽2 − 8𝛽𝛽 + 8  γίνεται ελάχιστη. 
ΛΥΣΗ  
Α = 𝛼𝛼2 − 10𝛼𝛼𝛽𝛽 + 27𝛽𝛽2 − 8𝛽𝛽 + 8 = α2  -10αβ+25β2 +2β2 – 8β+8 =(α-5β)2 +2(β-2)2   
 
     Ελάχιστη   γίνεται   όταν  α-5β=0   και  β-2=0    ⇒   𝛽𝛽 = 2  𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝛼𝛼 = 10.  
 
Πρόβλημα 2 : Σημείο 𝛭𝛭 βρίσκεται μέσα σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. Στην πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 παίρνουμε 

σημείο 𝛦𝛦 τέτοιο, ώστε 𝛭𝛭𝛦𝛦 παράλληλη με τη 𝛢𝛢𝛢𝛢. Στην πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 παίρνουμε σημείο 𝛥𝛥 
τέτοιο, ώστε 𝛭𝛭𝛥𝛥 παράλληλη με την 𝛢𝛢𝛢𝛢. Από το 𝛭𝛭 φέρουμε παράλληλη προς την 𝛢𝛢𝛢𝛢, που 
τέμνει την 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο 𝛧𝛧 και τη 𝛢𝛢𝛢𝛢 στο 𝛨𝛨. Να αποδείξετε ότι  𝛣𝛣𝛣𝛣

𝛣𝛣𝛣𝛣
+ 𝛣𝛣𝛤𝛤

𝛢𝛢𝛣𝛣
+ 𝛢𝛢𝛢𝛢

𝛢𝛢𝛣𝛣
= 1. 

 
Σημείο Μ  βρίσκεται  μέσα σε   τρίγωνο   ΑΒΓ  . Πάνω  στη  πλευρά   ΑΓ  παίρνουμε σημείο 
Ε  τέτοιο ώστε  η  ΜΕ  να είναι  παράλληλη   ΒΓ  ,  πάνω  στη  πλευρά   ΒΓ  παίρνουμε 
σημείο Δ  τέτοιο ώστε  η  ΜΔ  να είναι  παράλληλη   ΑΒ  , επίσης  από το Μ φέρουμε 
παράλληλη  προς   την ΑΓ  που τέμνει την ΑΒ στο Ζ και την  ΒΓ στο Η. Να δείξετε  ότι: 
(𝛣𝛣𝛣𝛣)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   + (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   +(𝛢𝛢𝛢𝛢)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   =  1       
                                                       ΛΥΣΗ 
 

 
Από    Θεώρημα Θαλή     έχουμε: 
(𝛢𝛢𝛢𝛢)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   = (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

     και      (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   = (𝛭𝛭𝛤𝛤)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

           (1) 

Τα  τρίγωνα   ΜΔΗ     και    ΑΒΓ   είναι   όμοια   έτσι   έχουμε   (𝛭𝛭𝛤𝛤)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   = (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   (2) 
 
 Απο τις (1) και  (2)  έχουμε 
 
(𝛣𝛣𝛣𝛣)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   + (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   +(𝛢𝛢𝛢𝛢)
(𝛢𝛢𝛣𝛣)

   = (𝛣𝛣𝛣𝛣)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   + (𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   +(𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛣𝛣𝛣𝛣)

   =(𝛣𝛣𝛣𝛣)+(𝛣𝛣𝛤𝛤)+(𝛣𝛣𝛤𝛤)
(𝛣𝛣𝛣𝛣) = (𝛣𝛣𝛣𝛣)

(𝛣𝛣𝛣𝛣)
 =  1 

 
 
 



 
Πρόβλημα 3 : (α)Να αποδείξετε ότι η παράσταση  
                             𝛫𝛫 = 𝑥𝑥4 + 4𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 2(3𝑎𝑎2 − 4)𝑥𝑥2 + 4(𝑎𝑎3 − 4𝑎𝑎)𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 − 2)2(𝑎𝑎 + 2)2 
                             είναι ανάπτυγμα τέλειου τετραγώνου   
                        (β) Να λύσετε ως προς 𝑥𝑥 την εξίσωση 𝛫𝛫 = 0. 

ΛΥΣΗ 
 
𝛼𝛼)  𝑥𝑥4 + 4𝑎𝑎𝑥𝑥3 + 2(3𝑎𝑎2 − 4)𝑥𝑥2 + 4(𝑎𝑎3 − 4𝑎𝑎)𝑥𝑥 + (𝑎𝑎 − 2)2(𝑎𝑎 + 2)2=   
 
𝑥𝑥4 + (𝑎𝑎 − 2)2(𝑎𝑎 + 2)2 +  4𝛼𝛼𝑥𝑥3 + 6𝛼𝛼2𝑥𝑥2 − 8𝜒𝜒2 + 4𝛼𝛼2𝜒𝜒2 − 4𝛼𝛼2𝜒𝜒2 + 4(𝑎𝑎3 − 4𝑎𝑎)𝑥𝑥 = 
 
(χ2)2+ (2αχ)2+(α2-4)2 + 2(χ2)(2αχ) + 2𝛼𝛼2𝜒𝜒2-8χ2 +2.2αχ(α2 -4) = 
 
(χ2)2+ (2αχ)2+(α2-4)2 + 2(χ2)(2αχ) +2(χ2)(α2-4) +2.2αχ(α2 -4) = 
 

= (𝛸𝛸2 + 2𝛼𝛼𝜒𝜒 + 𝛼𝛼2 − 4)2 
 
β) 
(𝜒𝜒2 + 2𝛼𝛼𝜒𝜒 + 𝛼𝛼2 − 4)2=0  ⇒     {(𝜒𝜒 + 𝛼𝛼)2 − 22}2 = 0 ⇒ (𝜒𝜒 + 𝛼𝛼 + 2)(𝜒𝜒 + 𝛼𝛼 − 2) = 0 
 

⇒    𝜒𝜒 = −𝛼𝛼 − 2   𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  𝜒𝜒 = −𝛼𝛼 + 2 
      
Πρόβλημα 4 :  Να βρείτε το μέγιστο πλήθος μη τεμνομένων  κύκλων ακτίνας 1cm, που 
μπορούν να τοποθετηθούν στο εσωτερικό ορθογωνίου με πλευρές 16 cm και 10 cm. 
Λύση: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αν   τοποθετήσουμε  τους  κύκλους  όπως  φαίνεται  πιό πάνω  τότε  θα τοποθετήσουμε 40. 
Αν   τοποθετήσουμε  τους  κύκλους  όπως  φαίνεται  πιό κάνω  τότε  θα τοποθετήσουμε 41. 
Στό πιο κάτω σχήμα  το τρίγωνο   ΕΖH  είναι  ισόπλευρο  με πλευρά  2 οπότε το ύψος είναι 
ί𝜎𝜎𝜎𝜎  𝜇𝜇𝜇𝜇  √3.   Το  μήκος  ΑΒ=16. Για να χωρέσουν  οι  κύκλοι  θα  πρέπει ( 8. √3 + 2) <  16 
⇔        8. √3 < 14 ⇔   64.3 < 194 ⇔   192 < 194 που ισχύει. Με τη δεύτερη τοποθέτηση 
έχουμε  5.5+4.4  = 41  κύκλους . 
 
 
Αν τοποθετήσουμε τους  κύκλους  κατά μήκος της  πλευράς ΓΔ τον ένα δίπλα  από τον 
άλλο τότε έχουμε 3 σειρές  των 8 και   2 σειρές   των 7 . Δεν χωρούν  3  σειρές των 7   



γιατί  5 √3 + 2 δεν είναι  μικρότερος  10  αφού  (5 √3)2=75 και δεν είναι μικρότερο του 
82=64. Επομένως  μεγαλύτερος αριθμός κύκλων είναι  41. 
 

 


