
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

A΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  29/01/2022    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

 

Πρόβλημα 1 : Να βρείτε όλες τις ακέραιες  τιμές του 𝑥 για τις οποίες η τιμή της παράστασης 

𝑥2 + 6𝑥 + 33 

είναι τέλειο τετράγωνο. 

(Ένας φυσικός αριθμός 𝜈 ονομάζεται τέλειο τετράγωνο αν υπάρχει ένας φυσικός αριθμός 𝛼 

έτσι ώστε να ισχύει 𝜈 = 𝛼2). 

 

Προτεινόμενη λύση 

 

Αφού  𝑥2 + 6𝑥 + 33 είναι τέλειο τετράγωνο, υπάρχει φυσικός αριθμός 𝛼 έτσι ώστε να ισχύει  

𝑥2 + 6𝑥 + 33 = 𝑎2 ⟺ 𝑥2 + 6𝑥 + 9 − 𝑎2 = −24 

⟺ (𝑥 + 3)2 − 𝑎2 − −24 ⟺ (𝑥 + 3 − 𝑎)(𝑥 + 3 + 𝑎) = −23 ⋅ 3 

Επειδή 𝑥 + 3 + 𝑎 ≥ 𝑥 + 3 − 𝑎 και (𝑥 + 3 + 𝑎) − (𝑥 + 3 − 𝑎) = 2𝛼  (άρτιος), τότε είτε και οι 

δύο είναι άρτιοι, είτε και οι δύο είναι περιττοί. Οι μόνες επιλογές είναι: 

 

• {
𝑥 + 3 + 𝑎 = 12
𝑥 + 3 − 𝑎 = −2

⟹ 𝑥 = 2 

 

• {
𝑥 + 3 + 𝑎 = 2

𝑥 + 3 − 𝑎 = −12
⟹ 𝑥 = −8 

 

 

• {
𝑥 + 3 + 𝑎 = 6

𝑥 + 3 − 𝑎 = −4
⟹ 𝑥 = −2 

 

• {
𝑥 + 3 + 𝑎 = 4

𝑥 + 3 − 𝑎 = −6
⟹ 𝑥 = −4 

 

Συνεπώς,  𝒙 ∈ {−𝟖, −𝟒, −𝟐, 𝟐} 



Πρόβλημα 2 : Δίνεται τετράγωνο 𝛢𝛣𝛤𝛥. Πάνω στις απέναντι πλευρές 𝛢𝛣, 𝛤𝛥 του τετραγώνου 

παίρνουμε σημεία 𝛦, 𝛧 αντίστοιχα έτσι ώστε 𝛥𝛦 ∥ 𝛣𝛧. Υποθέτουμε ότι τα ορθογώνια τρίγωνα 

⊿𝛦𝛢𝛥, ⊿𝛧𝛤𝛣 και το παραλληλόγραμμο 𝛣𝛦𝛥𝛧 που σχηματίζονται, είναι ισεμβαδικά. Αν η 

απόσταση 𝛥𝛦 και 𝛣𝛧 είναι ίση με 1, να υπολογίσετε το εμβαδόν του τετραγώνου. 

 

Προτεινόμενη λύση 1 

 

Συμβολίζουμε με 𝑥 την πλευρά του τετραγώνου. 

Φέρουμε τις 𝛢𝛨𝛩, 𝛤𝛪𝛫  κάθετες στις παράλληλες 𝛥𝛦 

και 𝛣𝛧. 

Από τα δεδομένα, έχουμε 𝛨𝛩 = 𝛪𝛫 = 1 και 

𝛦𝛥𝛢𝛦 = 𝛦𝛥𝛦𝛣𝛧 = 𝛦𝛣𝛤𝛧 ⟹ 
1

2
⋅ 𝛥𝛦 ⋅ 𝛢𝛨 = 𝛥𝛦 ⋅ 1 =

1

2
⋅ 𝛣𝛧 ⋅ 𝛤𝛪 ⟹ 𝛢𝛨 = 2 = 𝛤𝛪 

και έτσι, 𝛢𝛩 = 𝛤𝛫 = 3. 

 

Τα 4 ορθογώνια τρίγωνα 𝛢𝛩𝛣, 𝛣𝛪𝛤, 𝛤𝛫𝛥, 𝛥𝛨𝛢  είναι 

ίσα, αφού έχουν τις υποτείνουσές τους ίσες και τις 

οξείες γωνίες τους ∠𝛩𝛢𝛣, ∠𝛪𝛣𝛤, ∠𝛫𝛤𝛥, ∠𝛨𝛥𝛢  ίσες. 

Άρα, 

𝛩𝛣 = 𝛤𝛪 = 𝛥𝛫 = 𝛢𝛨 = 2 και 

𝛢𝛩 = 𝛣𝛪 = 𝛤𝛫 = 𝛥𝛨 = 3. 

Έτσι, π.χ. από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛣𝛪𝛤 έχουμε 

𝛣𝛤2 = 𝛣𝛪2 + 𝛤𝛪2 ⟹ 𝑥2 = 32 + 22 ⟹ 𝑥2 = 13 ⟹ 𝜠𝜜𝜝𝜞𝜟 = 𝟏𝟑 τετρ. μονάδες.  

 

Προτεινόμενη λύση 2 

 

 

Συμβολίζουμε με 𝑥 την πλευρά του τετραγώνου, με 𝑦 το 

μήκος των παραλλήλων 𝛥𝛦, 𝛣𝛧 και με 𝛼 το μήκος των 

𝛢𝛦, 𝛤𝛧. Τότε 𝛣𝛦 = 𝛥𝛧 = 𝑥 − 𝑎. 

 

𝛦𝛥𝛢𝛦 = 𝛦𝛥𝛦𝛣𝛧 = 𝛦𝛣𝛤𝛧 ⟹
𝑥 ⋅ 𝑎

2
= 𝑦 ⋅ 1 ⟹ 𝑦 =

𝑎𝑥

2
 

Επίσης, 𝛦𝛥𝛦𝛣𝛧 =
1

3
⋅ 𝛦𝛢𝛣𝛤𝛥 ⟹ 

𝑥 ⋅ (𝑥 − 𝑎) =
𝑥2

3
⟹ 3𝑥 − 3𝑎 = 𝑥 ⟹ 𝑎 =

2𝑥

3
 

 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο 𝛥𝛢𝛦 έχουμε  

 

 

 

𝛼2 + 𝑥2 = 𝑦2 ⟹
4𝑥2

9
+ 𝑥2 = 𝑎2

𝑥2

4
⟹ 

16𝑥2 + 36𝑥2 = 9𝑎2𝑥2 ⟹ 52𝑥2 = 4𝑥4 ⟹ 

𝑥2 = 13 ⟹ 𝜠𝜜𝜝𝜞𝜟 = 𝟏𝟑 𝝉. 𝝁𝝄𝝂. 



Πρόβλημα 3 : Αν 𝑥, 𝑦  είναι πραγματικοί αριθμοί με 𝑥 + 𝑦 ≥ 0 ,  να βρείτε την ελάχιστη τιμή 

της παράστασης  𝛫 = 𝑥5 + 𝑦5 − 𝑥4𝑦 − 𝑥𝑦4 + 𝑥2 + 4𝑥 + 7. 

Για ποιες τιμές των 𝑥, 𝑦  η πιο πάνω παράσταση παίρνει την ελάχιστη τιμή της; 

 

 

Προτεινόμενη λύση 

 

𝛫 = 𝑥5 + 𝑦5 − 𝑥4𝑦 − 𝑥𝑦4 + 𝑥2 + 4𝑥 + 7 = 𝑥4(𝑥 − 𝑦) − 𝑦4(𝑥 − 𝑦) + (𝑥 + 2)2 + 3 

      = (𝑥 − 𝑦)(𝑥4 − 𝑦4) + (𝑥 + 2)2 + 3 

      = (𝑥 − 𝑦)2(𝑥 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) + (𝑥 + 2)2 + 3 ≥ 3 ,  αφού: 

 

(𝑥 − 𝑦)2 ≥ 0 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  

𝑥2 + 𝑦2 ≥ 0 , ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ  

𝑥 + 𝑦 ≥ 0 (Δεδομένο)  και  (𝑥 + 2)2 ≥ 0 , ∀𝑥 ∈ ℝ  

 

Άρα 𝜥𝜺𝝀 = 𝟑 

 

Την ελάχιστη τιμή παίρνει, όταν  (𝑥 − 𝑦)2(𝑥 + 𝑦)(𝑥2 + 𝑦2) = 0 ∧  (𝑥 + 2)2 = 0  
Από τη δεύτερη παίρνουμε 𝑥 + 2 = 0 ⟹ 𝑥 = −2 και, αντικαθιστώντας στην πρώτη: 

(𝑦 + 2)2(𝑦 − 2)(𝑦2 + 4) = 0 ⟹ 𝑦 = −2 ή 𝑦 = 2 

Άρα, (𝑥 = −2 ∧ 𝑦 = −2 ) , απορρίπτεται, διότι 𝑥 + 𝑦 ≥ 0 

ή    (𝑥 = −2 ∧ 𝑦 = 2), δεκτή 

 

Συνεπώς, η παράσταση 𝛫 παίρνει την ελάχιστη τιμή της για (𝒙 = −𝟐 ∧ 𝒚 = 𝟐)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πρόβλημα 4 : Δίνονται τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 

(α) Χρησιμοποιώντας τα παραπάνω ψηφία να βρείτε πόσοι επταψήφιοι αριθμοί με διαφορετικά 

ψηφία σχηματίζονται. 

(β) Αν τοποθετήσουμε όλους αυτούς τους επταψήφιους αριθμούς με αύξουσα διάταξη, να βρείτε 

τον επταψήφιο αριθμό που βρίσκεται στην 2022η θέση. 

 

Προτεινόμενη λύση 

 

(α)  Όλοι αυτοί οι επταψήφιοι είναι 7 ∙ 6 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3 ∙ 2 ∙ 1 = 7! = 5040  

 

(β) Ο 7ψήφιος αριθμός αρχίζει από 3, αφού οι πρώτοι 6! = 720 αρχίζουν από 1, οι επόμενοι 

6! = 720 αρχίζουν από 2, συνολικά 1440 και  ακολουθούν άλλοι 6! = 720 που αρχίζουν από 3, 

συνολικά 2160 > 2022. 

Επειδή 2022 − 2 ∙ 720 = 582, αναζητούμε τον 7ψήφιο αριθμό που αρχίζει από 3 και βρίσκεται 

στην θέση 582. 

 

Ομοίως, ο αριθμός αρχίζει από 36, αφού 

5! = 120 αρχίζουν από 31,  

οι επόμενοι 5! = 120 αρχίζουν από 32, σύνολο 240 

οι επόμενοι 5! = 120 αρχίζουν από 34, σύνολο 360 

οι επόμενοι 5! = 120 αρχίζουν από 35, σύνολο 480 

οι επόμενοι 5! = 120 αρχίζουν από 36, σύνολο 600 > 582 

 

Επειδή 582 − 4 ∙ 120 = 102, αναζητούμε τον αριθμό που αρχίζει από 36 και βρίσκεται στη 

θέση 102. 

 

Ομοίως, ο αριθμός αρχίζει από 367, αφού 

4! = 24 αρχίζουν από 361. 

οι επόμενοι 4! = 24 αρχίζουν από 362, σύνολο 48 

οι επόμενοι 4! = 24 αρχίζουν από 364, σύνολο 72 

οι επόμενοι 4! = 24 αρχίζουν από 365, σύνολο 96 

οι επόμενοι 4! = 24 αρχίζουν από 367, σύνολο 120 > 102 

 

Επειδή 102 − 4 ∙ 24 = 6, αναζητούμε τον 7ψήφιο αριθμό που αρχίζει από 367 και βρίσκεται 

στη θέση 6. 

Δηλαδή, ο ζητούμενος αριθμός είναι ο 𝟑𝟔𝟕𝟏𝟓𝟒𝟐  

 

  

 

  


