
ΚΎπΡΊΆΚΉ ΜΆϑΉμΆΤΊΚΉ ΕΤΆΊΡΈΊΆ
Α′ Διαγωνισμός Επιλογής κάτω των 15 1/2 Ετών

«Ευκλείδης»
Ημερομηνία: 27/01/2024 Ώρα Εξέτασης: 10:00-14:30

Ο∆ΉΓΊΈΣ
1. Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας.
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι)
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού.
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.

Πρόβλημα 1. Έστω m,n θετικοί ακέραιοι τέτοιοι, ώστε

48m = mn .

Να αποδείξετε ότι το m είναι δύναμη του 48.

Λύση. Έχουμε
mn = 48m = (24 · 3)m = 24m · 3m

άρα οι πρώτοι διαιρέτες του m είναι το 2 και το 3. Έστω m = 2a · 3b. Τότε

24m · 3m = mn = (2a · 3b)n = 2na · 3nb

άρα m = nb και 4m = na. Τότε a = 4m/n = 4(nb)/n = 4b άρα

m = 2a · 3b = 24b · 3b = 16b · 3b = 48b .

Εναλλακτικά. Αφού βρούμε ότι m = nb, τότε έχουμε

mn = 48m = 48nb = (48b)n

άρα (αφού n ̸= 0) m = 48b.

Πρόβλημα 2. Έστω a, b, c,K πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι, ώστε abc ̸= 0 και

a+ b

c
=

b+ c

a
=

c+ a

b
= K .

Να βρείτε όλες τις δυνατές τιμές του αριθμού K.

Λύση 1. Έχουμε
K + 1 =

a+ b

c
+ 1 =

b+ c

a
+ 1 =

c+ a

b
+ 1 .

Συνεπώς
K + 1 =

a+ b+ c

c
=

a+ b+ c

a
=

c+ a+ b

b
. (1)

Περίπτωση 1. Αν a+ b+ c = 0 τότε από την (1) έχουμε K + 1 = 0 και άρα K = −1. Αυτή η
περίπτωση λαμβάνεται π.χ. για a = b = 1, c = −2.



Περίπτωση 2. Αν a+ b+ c ̸= 0 τότε από την (1) έχουμε a = b = c και άρα K = (a+ b)/c = 2.
Αυτή η περίπτωση λαμβάνεται π.χ. για a = b = c = 1.

Λύση 2. Από την
a+ b

c
=

b+ c

a

παίρνουμε

a(a+ b) = c(b+ c) =⇒ a2 + ab = bc+ c2

=⇒ (a2 − c2) + (ab− bc) = 0

=⇒ (a− c)(a+ c+ b) = 0 .

Ομοίως έχουμε και (b− c)(a+ b+ c) = 0 και (a− b)(a+ b+ c) = 0 και καταλήγουμε στις δυο
περιπτώσεις της πρώτης λύσης.

Πρόβλημα 3. Σε ένα τρίγωνο ABC με AB < AC , έστω D το ίχνος του ύψους από την
κορυφή A προς την πλευρά BC (δηλαδή το AD είναι ύψος του τριγώνου) και M το μέσο
του τμήματος BC. Υποθέτουμε ότι

∠BAD = ∠DAM = ∠MAC

και
BM

MD
=

AB

BD
.

Γράφουμε κύκλο (c) διαμέτρου AD = h που τέμνει τις πλευρές AB και AC του τριγώνου
στα σημεία E και F αντίστοιχα.
(α) Να βρείτε τα μέτρα των γωνιών του τριγώνου ABC.
(β) Να αποδείξετε ότι το τετράπλευρο AEDF είναι ορθογώνιο.
(γ) Να υπολογίσετε, συναρτήσει του h, το εμβαδόν του μέρους του κύκλου (c) που βρίσκε-

ται έξω από το τετράπλευρο AEDF .
Λύση:
(α) Στο τρίγωνο ABM η AD είναι ύψος και διχοτόμος, άρα το τρίγωνο ABM είναι ισο-

σκελές με = και η AD είναι διάμεσός του. Τότε BD = DM και άρα από τη δεδομένη
συνθήκη ισχύει ότι BM = AB οπότε συμπεραίνουμε ότι το τρίγωνο ABM είναι ισό-
πλευρο. Τότε ∠ABC = ∠ABM = 60◦. Επίσης ∠BAM = 60◦, οπότε ∠BAD = 30◦ και
∠BAC = 90◦. Άρα έχουμε και ∠ACB = 30◦.

(β) Επειδή AD διάμετρος, τότε ∠DEA = ∠DFA = 90◦. Επίσης ∠EAF = 90◦ άρα το
AEDF είναι ορθογώνιο.



(γ) Οι διαγώνιοι AD και EF του ορθογωνίου είναι ίσες και διχοτομούνται. Έστω N το μέσο
της AD. Τότε NE = ND = h/2. Επίσης, ∠NDE = ∠ADE = 60◦ και αφού το τρίγωνο
NDE είναι ισοσκελές, τότε είναι και ισόπλευρο. Άρα DE = h/2. Από το Πυθαγόρειο
Θεώρημα έχουμε DE2 +AE2 = h2 οπότε AE =

√
3h/2.

Το εμβαδόν του ορθογωνίου AEDF είναι ίσο με (AE)(ED) =
√
3h2/4 ενώ το εμβαδόν

του κύκλου είναι ίσο με π(h/2)2 = πh2/4. Οπότε το μέρος του κύκλου που βρίσκεται
εκτός του ορθογωνίου έχει εμβαδόν (π −

√
3)h2/4.

Σημείωση 1: Για συντομότερη λύση στο (γ), θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε
απευθείας ότι σε ορθογώνιο τρίγωνο με γωνίες 30◦, 60◦, 90◦ η πλευρά απέναντι από τη
γωνία των 30◦ είναι η μισή της υποτείνουσας. Ισχύει επίσης και το αντίστροφο, δηλαδή
αν σε ορθογώνιο τρίγωνο η μία πλευρά είναι η μισή της υποτείνουσας, τότε αυτή η
πλευρά είναι απέναντι από γωνία ίση με 30◦.

Σημείωση 2: Στο τρίγωνο ADC , το Θεώρημα των Διχοτόμων δίνει DM/MC = AD/AC

και επειδή DM = BD = BM/2 = MC/2, τότε AC = 2AD. Από το αντίστροφο στη
Σημείωση 1 παίρνουμε ∠ACB = 30◦ και μετά μπορούμε εύκολα να υπολογίζουμε τις
υπόλοιπες γωνιές του τριγώνου. Η συνθήκη BM/MD = AB/BD που δόθηκε ήταν
λοιπόν περιττή.

Πρόβλημα 4. Η Άννα και ο Βασίλης παίζουν το εξής παίγνίδι: Στην αρχή ο αριθμός 2 είναι
ήδη γραμμένος στον πίνακα. Με την Άννα να παίζει πρώτη και μετά να παίζουν εναλλάξ,
κάθε παίκτης, όταν είναι η σειρά του να παίξει, αν βλέπει στον πίνακα γραμμένο τον αριθμό
n τον σβήνει και στη θέση του γράφει έναν θετικό ακέραιο μεγαλύτερο του n και μικρότερο
ή ίσο του 2n.

Ο παίκτης που θα γράψει στον πίνακα τον αριθμό 2024 κερδίζει. Να εξετάσετε αν κάποιος
από τους δύο παίκτες έχει στρατηγική νίκης και αν ναι, να βρείτε ποιος από τους δύο.

Λύση. Θα δείξουμε ότι ο Βασίλης μπορεί να γράψει κατά σειρά τους αριθμούς

6, 14, 30, 62, 125, 252, 505, 1011, 2024

και άρα έχει στρατηγική νίκης.

Αρχική η Άννα γράφει τον αριθμό 3 ή τον αριθμό 4, οπότε ο Βασίλης μπορεί να γράψει
τον 6. Όταν ο Βασίλης γράφει τον αριθμό n, η Άννα πρέπει να γράψει έναν αριθμό από το
σύνολο A = {n+ 1, n+ 2, . . . , 2n}. Παρατηρούμε ότι οι 2n+ 1 και 2n+ 2 είναι μεγαλύτεροι
από κάθε αριθμό του συνόλου A και μικρότεροι ή ίσοι από το διπλάσιο κάθε αριθμού του
συνόλου A. Άρα όταν ο Βασίλης γράψει τον n, στην επόμενη κίνησή του μπορεί να γράψει
τον 2n+1 ή τον 2n+2, όποιον από τους δύο θέλει. Άρα όντως μετά τον 6 μπορεί να γράψει
τον 14 = 2 · 6 + 2, μετά τον 30 = 2 · 14 + 2 κ.ο.κ.

Σημείωση: Η στρατηγική του Βασίλη προέκυψε ως εξής: Αν κάποιος γράψει έναν αριθμό
από το σύνολο S1 = {1012, 1013, . . . , 2023} τότε θα χάσει, αφού ο επόμενος παίκτης μπορεί
να γράψει τον αριθμό 2024 και να κερδίζει. Όποιος λοιπόν παίκτης γράψει το 1011 κερδίζει,
αφου υπόχρεώνει τον αντίπαλο να γράψει έναν αριθμό από το σύνολο S1. Ομοίως όποιος
γράψει το 505 κερδίζει αφού υποχρεώνει τον αντίπαλο να γράχει έναν αριθμό από το σύνολο
S2 = {506, 507, . . . , 1010} και μετά μπορεί ο προηγούμενος παίκτης να γράψει το 1011 κ.ο.κ.


