
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Β΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  19/02/2022    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

 

Πρόβλημα 1 :  Να βρείτε όλους τους πραγματικούς αριθμούς 𝑥 ∈ ℝ, για τους οποίους ισχύει 

 

⌊
𝑥

2
⌋ + ⌊

𝑥

3
⌋ = 𝑥 − 2022 

 

Ο συμβολισμός ⌊𝑧⌋, όπου 𝑧 ∈ ℝ, δηλώνει τον μεγαλύτερο ακέραιο αριθμό που είναι μικρότερος ή 

ίσος από τον 𝑧. Για παράδειγμα: 

⌊3,98⌋ = 3 και ⌊0,11⌋ = 0 

 

Προτεινόμενη λύση 

 

Αρχικά, από τη δοσμένη ισότητα έχουμε 

  

𝑥 = ⌊
𝑥

2
⌋ + ⌊

𝑥

3
⌋ + 2022 ∈ ℤ 

 

Τότε το 𝑥 γράφεται  𝑥 = 6𝜅 + 𝜐, όπου 𝜅 ∈ ℤ με 𝜐 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5} και έχουμε τις περιπτώσεις: 

 

• Αν 𝑥 = 6𝜅, τότε 6𝜅 = 3𝜅 + 2𝜅 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2022 ⟹ 𝑥 = 12132 

• Αν 𝑥 = 6𝜅 + 1, τότε 6𝜅 + 1 = 3𝜅 + 2𝜅 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2021 ⟹ 𝑥 = 12127 

• Αν 𝑥 = 6𝜅 + 2, τότε 6𝜅 + 2 = 3𝜅 + 1 + 2𝜅 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2021 ⟹ 𝑥 = 12128 

• Αν 𝑥 = 6𝜅 + 3, τότε 6𝜅 + 3 = 3𝜅 + 1 + 2𝜅 + 1 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2021 ⟹ 𝑥 = 12129 

• Αν 𝑥 = 6𝜅 + 4, τότε 6𝜅 + 4 = 3𝜅 + 2 + 2𝜅 + 1 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2021 ⟹ 𝑥 = 12130 

• Αν 𝑥 = 6𝜅 + 5, τότε 6𝜅 + 5 = 3𝜅 + 2 + 2𝜅 + 1 + 2022 ⟹ 𝜅 = 2020 ⟹ 𝑥 = 12125 

 

Συνεπώς,  𝒙 ∈ {𝟏𝟐𝟏𝟐𝟓, 𝟏𝟐𝟏𝟐𝟕, 𝟏𝟐𝟏𝟐𝟖, 𝟏𝟐𝟏𝟐𝟗, 𝟏𝟐𝟏𝟑𝟎, 𝟏𝟐𝟏𝟑𝟐}  
 



Πρόβλημα 2 :  Να βρείτε όλα τα ζευγάρια πρώτων αριθμών (𝑝, 𝑞) που ικανοποιούν την εξίσωση 

 

𝑝3 + 𝑞3 + 1 = 𝑝2𝑞2 
 

Προτεινόμενη λύση  

 

Υποθέτουμε ότι 𝑝 ≥ 𝑞. 

Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα: 

 

𝑞3 + 1 = 𝑝2𝑞2 − 𝑝3⟺ (𝑞 + 1)(𝑞2 − 𝑞 + 1) = 𝑝2(𝑞2 − 𝑝):  (1) 
 

Προφανώς το 𝑝2 διαιρεί το β΄ μέλος της (1), άρα διαιρεί και το α΄ μέλος της. 

Όμως, επειδή 𝑞 ≤ 𝑝 και 𝑞 > 1, έχουμε  

 

𝑞2 − 𝑞 + 1 = 𝑞2 − (𝑞 − 1) < 𝑞2 ≤ 𝑝2 
 

Συνεπώς, 𝑝2 𝑞⁄ + 1 ⟹ 𝑝 𝑞⁄ + 1, δηλαδή υπάρχει θετικός ακέραιος 𝜅, ώστε 𝑞 + 1 = 𝜅𝑝:  (2) 
 

Επειδή 𝑝 ≥ 𝑞, παίρνουμε: 

𝑝 + 1 ≥ 𝑞 + 1
(2)
⇒ 𝑝 + 1 ≥ 𝜅𝑝 ⟹ 𝜅 ≤ 1 +

1

𝑝
⟹ 𝜅 = 1 

(2) ⟹ 𝑞 + 1 = 𝑝 ⟹ 𝑝 = 3 ∧  𝑞 = 2 

 

Άρα  (𝒑, 𝒒) = (𝟑, 𝟐) ή (λόγω συμμετρίας)  (𝒑, 𝒒) = (𝟐, 𝟑) 
 

 

Πρόβλημα 3 :  Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛤 και έστω 𝛥, 𝛦 και 𝛫 τα μέσα των πλευρών του 

𝛢𝛣, 𝛢𝛤  και 𝛣𝛤  αντίστοιχα. Έστω 𝛰  το περίκεντρο του τριγώνου 𝛢𝛣𝛤  και 𝛭  το ίχνος της 

κάθετης από το σημείο 𝛢 πάνω στην ευθεία 𝛣𝛤. Από το μέσον 𝛲 του 𝛰𝛭 φέρουμε παράλληλη 

προς την 𝛢𝛭, η οποία τέμνει τις ευθείες 𝛥𝛦 και 𝛰𝛢 στα σημεία 𝛵 και 𝛧 αντίστοιχα.  

Να αποδείξετε ότι:  

(α) το τρίγωνο 𝛥𝛧𝛦 είναι ισοσκελές 

(β) το εμβαδόν του τριγώνου 𝛥𝛧𝛦 δίνεται από τον τύπο 

 

𝛦𝛥𝛧𝛦 =
𝛣𝛤 ⋅ 𝛰𝛫

8
 

  

Προτεινόμενη λύση 

 

(α) Έστω 𝛢1 το συμμετρικό του 𝛢, ως προς το 𝛲. Τότε 𝛢𝛲 = 𝛲𝛢1  
 

Επειδή το 𝛢𝛰𝛢1𝛭  είναι παραλληλόγραμμο (διαγώνιοι διχοτομούνται), είναι 𝛰𝛢1 ∥ 𝛢𝛭  και 

αφού 𝛢𝛭 ⊥ 𝛣𝛤, είναι 𝛰𝛢1 ⊥ 𝛣𝛤, απ’ όπου προκύπτει ότι το 𝛰𝛢1 διέρχεται από το μέσον 𝛫 της 

πλευράς 𝛣𝛤, δηλαδή η 𝛰𝛢1 είναι μεσοκάθετος του 𝛣𝛤, απ’ όπου 𝛣𝛢1 = 𝛤𝛢1 ∶   (1) 

Στα τρίγωνα 𝛢𝛢1𝛣 και 𝛢𝛢1𝛤 έχουμε αντίστοιχα 𝛥𝛲 =
𝛣𝛢1

2
 και 𝛲𝛦 =

𝛤𝛢1

2
  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λόγω της (1), προκύπτει 𝛥𝛲 = 𝛲𝛦. 

Άρα το τρίγωνο 𝛥𝛲𝛦 είναι ισοσκελές και, αφού 𝛲𝛵𝛧 ⊥ 𝛥𝛦, η ευθεία 𝛲𝛵𝛧 είναι μεσοκάθετος 

του 𝛥𝛦 . Συνεπώς, το σημείο 𝛧  ανήκει στη μεσοκάθετο του 𝛥𝛦 , άρα 𝛧𝛥 = 𝛧𝛦 , δηλαδή το 

τρίγωνο 𝛥𝛧𝛦 είναι ισοσκελές. 

 

(β) Έστω 𝛮 ≡ 𝛲𝛧 ∩ 𝛣𝛤. 

 

Από το τρίγωνο 𝛰𝛫𝛭, αφού το 𝛲 μέσον του 𝛰𝛭 και 𝛲𝛮 ∥ 𝛰𝛫, είναι 𝛲𝛮 =
𝛰𝛫

2
 . 

Όμως,  

𝛧𝛵 = 𝛧𝛲 − 𝛵𝛲 =
𝛢𝛭

2
− (𝛵𝛮 − 𝛲𝛮) =

𝛢𝛭

2
− 𝛵𝛮 + 𝛲𝛮 =

𝛢𝛭

2
−
𝛢𝛭

2
+ 𝛲𝛮 = 𝛲𝛮 =

𝛰𝛫

2
 

αφού:  

𝛧𝛲 =
𝛢𝛭

2
  (τρίγωνο 𝛢𝛰𝛭) και  

𝛵𝛮 =
𝛢𝛭

2
  ( το 𝛥𝛦 συνδέει τα μέσα των πλευρών 𝛢𝛣, 𝛢𝛤 και 𝛵𝛮 ∥ 𝛢𝛭) 

 

Τέλος, για το εμβαδόν 𝛦𝛥𝛧𝛦 του τριγώνου 𝛥𝛧𝛦, έχουμε  

 

𝛦𝛥𝛧𝛦 =
1

2
⋅ 𝛥𝛦 ⋅ 𝛧𝛵 =

1

2
⋅
𝛣𝛤

2
⋅
𝛰𝛫

2
=
𝛣𝛤 ⋅ 𝛰𝛫

8
 

   

  

   

 

 



Πρόβλημα 4 :  Έστω ένα υποσύνολο 𝛢 του συνόλου {1, 2, 3, … , 50} με την ιδιότητα: 

 

Για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝜇𝜀 𝑥 ≠ 𝑦, ισχύει ότι  

|
1

𝑥
−
1

𝑦
| >

1

1000
 

 

Να βρείτε το μέγιστο δυνατό πλήθος των στοιχείων που μπορεί να έχει το 𝛢. 

 

Προτεινόμενη λύση 

 

Παρατηρούμε ότι: 

  

|
1

32
−
1

33
| =

1

32
−
1

33
=

1

1056
<

1

1000
 

 

Αυτό σημαίνει ότι το πολύ ένα από τα 32, 33 ανήκει στο 𝛢. 

Με όμοιο τρόπο σκεπτόμενοι, καταλήγουμε ότι το πολύ ένα στοιχείο από κάθε ένα από τα ζεύγη 
{34, 35}, {36, 37}, … , {42, 43} ανήκει στο 𝛢. 

 

Αν 𝑥, 𝑦 ∈ {44, 45, 46} 𝜇𝜀 𝑥 ≠ 𝑦, τότε  

 

|
1

𝑥
−
1

𝑦
| ≤

1

44
−
1

46
=
1

2
(
1

22
−
1

23
) =

1

2 ⋅ 22 ⋅ 23
=

1

1012
<

1

1000
 

 

Αυτό σημαίνει ότι το πολύ ένα από τα στοιχεία του συνόλου {44, 45, 46} ανήκει στο 𝛢. 

Ομοίως, το πολύ ένα από τα στοιχεία του συνόλου {47, 48, 49} ανήκει στο 𝛢. 

 

Αν συμβολίσουμε με |𝛢| το πλήθος των στοιχείων του 𝛢, τότε  |𝛢| ≥ 50 − 6 − 2 ⋅ 2 = 40 

 

Το σύνολο 𝛢 = {1, 2, 3, … , 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 47, 50} έχει 40 στοιχεία και ικανοποιεί τα 

απαιτούμενα: 

 

Έστω 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 𝜇𝜀 𝑥 ≠ 𝑦. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, 𝑥 < 𝑦. Τότε 

 

|
1

𝑥
−
1

𝑦
| =

1

𝑥
−
1

𝑦
=
𝑦 − 𝑥

𝑥𝑦
 

 

• Αν 𝑦 − 𝑥 = 1, έχουμε 𝑦 ≤ 32 & 𝑥 ≤ 31, οπότε 
𝑦−𝑥

𝑥𝑦
=

1

𝑥𝑦
≥

1

31⋅32
=

1

992
>

1

1000
 

 

• Αν 𝑦 − 𝑥 = 2, έχουμε 𝑦 ≤ 44 & 𝑥 ≤ 42, οπότε 
𝑦−𝑥

𝑥𝑦
=

2

𝑥𝑦
≥

2

42⋅44
=

1

924
>

1

1000
 

 

• Αν 𝑦 − 𝑥 ≥ 3, έχουμε 𝑦 ≤ 50 & 𝑥 ≤ 47, οπότε 
𝑦−𝑥

𝑥𝑦
≥

3

𝑥𝑦
≥

3

47⋅50
=

3

2350
>

1

1000
 

 

Συνεπώς,  το μέγιστο δυνατό πλήθος των στοιχείων που μπορεί να έχει το 𝛢 είναι 40. 


