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«Ευκλείδης»
Ημερομηνία: 18/02/2023 Ώρα Εξέτασης: 10:00-14:30

Πρόβλημα 1. Να βρείτε όλους τους θετικούς ακεραίους κ, ν για τους οποίους ισχύει

3 · 2κ + 1 = ν2 .

Λύση. Έχουμε
3 · 2κ = ν2 − 1 = (ν − 1)(ν + 1) .

Το αριστερό μέλος είναι άρτιος. Για να είναι και το δεξί μέλος άρτιος, πρέπει ο ν να
είναι περιττός. Τότε οι ν − 1 και ν + 1 είναι και οι δύο άρτιοι. Έστω d ο Μέγιστος Κοινός
Διαιρέτης των ν− 1 και ν+1. Τότε ο d διαιρεί τους ν− 1 και ν+1 άρα και τη διαφορά τους
(ν + 1)− (ν − 1) = 2. Αφού είναι και οι δύο άρτιοι, τότε πρέπει d = 2.

Ο ένας από τους ν − 1, ν + 1 είναι πολλαπλάσιος του 2 αλλά όχι του 4. Άρα θα είναι ίσος
με 2 ή 6.

• Αν ν − 1 = 2, τότε ν = 3 και 3 · 2κ = 8, άτοπο.
• Αν ν + 1 = 2, τότε ν = 1 και 3 · 2κ = 0, άτοπο.
• Αν ν − 1 = 6, τότε ν = 7 και 3 · 2κ = 48 που δίνει κ = 4.
• Αν ν + 1 = 6, τότε ν = 5 και 3 · 2κ = 24 που δίνει κ = 3.

Πρόβλημα 2. Δίνονται οι θετικοί ακέραιοι αριθμοί α, β και γ για τους οποίους ισχύει

α2 − α− γ

β
+

β2 − β − γ

α
= α+ β + 2 .

Να αποδείξετε ότι η παράσταση α+ β + γ είναι τέλειο τετράγωνο.

Λύση. Έχουμε

α2 − α− γ

β
+

β2 − β − γ

α
= α+ β + 2

=⇒
(
α2 − α− γ

β
− 1

)
+

(
β2 − β − γ

α
− 1

)
= α+ β

=⇒ α2 − α− γ − β

β
+

β2 − β − γ − α

α
= α+ β

=⇒ α2 − (α+ β + γ)

β
+

β2 − (α+ β + γ)

α
= α+ β

=⇒ α3 + β3 − (α+ β)(α+ β + γ) = αβ(α+ β)

=⇒ α3 + β3 = (α+ β)(αβ + α+ β + γ)

Όμως
α3 + β3 = (α+ β)(α2 − αβ + β2)



και αφού α+ β ̸= 0 παίρνουμε

αβ + α+ β + γ = α2 − αβ + β2 .

Τότε
α+ β + γ = α2 − 2αβ + β2 = (α− β)2

Πρόβλημα 3. Δίνονται κύκλοι (K1, R1) και (K2, R2) με R1 ̸= R2, που εφάπτονται εξωτερικά
στο σημείο A. Έστω (ε) μια κοινή εφαπτομένη των δύο κύκλων που δεν διέρχεται από το
σημείο A. Η κάθετη στην ευθεία (ε) που διέρχεται από το σημείο A τέμνει τη μεσοκάθετο
του τμήματος K1K2 σε ένα σημείο B. Να αποδείξετε ότι K1K2 = 2AB.

Λύση. Έστω T1 και T2 τα σημεία επαφής της εφαπτομένης (ε) με τους κύκλους (K1, R1)

και (K2, R2) αντίστοιχα. Φέρουμε την κοινή εφαπτομένη στο A και έστω E το σημείο τομής
της με την (ε).

Τα τρίγωνα K1T1E και K1AE είναι ίσα γιατί είναι ορθογώνια και έχουν την KE κοινή
υποτείνουσα. Το ίδιο ισχύει και για τα τρίγωνα K2T2E και K2AE. Επομένως

∠T1EK1 = ∠K1EA και ∠T2EK2 = ∠K2EA .

Τότε

180◦ = ∠T1EK1 + ∠K1EA+ ∠T2EK2 + ∠K2EA = 2(∠K1EA+ ∠K2EA) = 2(∠K1EK2) .

Άρα το τρίγωνο K1EK2 είναι ορθογώνιο. Αν M το μέσο της K1K2 τότε η EM είναι διάμεσος
του ορθογωνίου τριγώνου οπότε K1K2 = 2EM .

Αρκεί να δείξουμε ότι το EABM είναι παραλληλόγραμμο αφού τότε θα έχουμε K1K2 =

2EM = 2AB.

Οι EA και BM είναι κάθετες στην K1K2 άρα EA ∥ BM . Επειδή ME = MK1, τότε
∠MEK1 = ∠MK1E = ∠AK1E. Επειδή τα τρίγωνα K1T1E και K1AE είναι ίσα, τότε
∠AK1E = ∠T1K1E. Άρα ∠MEK1 = ∠T1K1E. Τότε ME ∥ K1T1. Έχουμε επίσης AB ∥ K1T1

αφού είναι και οι δύο κάθετες στην (ε).

Άρα AB ∥ ME και αφού επίσης EA ∥ BM , τότε το EABM είναι παραλληλόγραμμο όπως
θέλαμε να δείξουμε.



Πρόβλημα 4. Σε 2023 χαρτάκια γράψαμε τους αριθμούς 1, 2, 3, . . . , 2023 και τα τοποθετή-
σαμε σε ένα κουτί A. Σε 2023 άλλα χαρτάκια γράψαμε τους αριθμούς −1,−2,−3, . . . ,−2023

και τα τοποθετήσαμε σε ένα κουτί B. Στην συνέχεια, παίρνουμε τυχαία κάθε φορά ένα
χαρτάκι από το κουτί A και ένα χαρτάκι από το κουτί B και γράφουμε στον πίνακα το
άθροισμα των δύο αριθμών που είναι γραμμένοι στα δύο χαρτάκια, μέχρις ότου πάρουμε
όλα τα χαρτάκια.

Αν το γινόμενο των 2023 αριθμών που είναι γραμμένοι στον πίνακα είναι ίσο με 2023−2ν ,
για κάποιον ακέραιο ν, να υπολογίσετε όλες τις πιθανές τιμές του ν.
Λύση. Έστω n1 = a1 + b1, . . . , n2023 = a2023 + b2023 τα αθροίσματα που είναι γραμμένα στον
πίνακα.

Έχουμε

n1 + n2 + · · ·+ n2023 = (a1 + b1) + · · ·+ (a2023 + b2023)

= (a1 + · · ·+ a2023) + (b1 + · · ·+ b2023)

= (1 + 2 + · · ·+ 2023) + (−1− 2− · · · − 2023) = 0

O n1 + n2 + · · · + n2023 είναι άρτιος, άρα τουλάχιστον ένας από τους n1, . . . , n2023 πρέπει
να είναι άρτιος. Πράγματι σε διαφορετική περίπτωση τα n1, . . . , n2023 είναι όλοι περιττοί.
Αλλά τότε το n1 + n2 + · · ·+ n2023 θα ήταν επίσης περιττός, άτοπο.

Πρέπει λοιπόν ο 2023−2ν = n1n2 · · ·n2023 να είναι άρτιος. Τότε πρέπει ο 2ν να είναι περιττός
που συμβαίνει μόνο αν ν = 0.

Η τιμή ν = 0 επιτρέπεται. Π.χ. αν από το κουτί A πάρουμε διαδοχικά τους αριθμούς
1, 2, . . . , 2023 και από το κουτί B πάρουμε διαδοχικά τους αριθμούς −2,−3, . . . ,−2023,−1

τότε n1 = · · · = n2022 = −1, n2023 = 2022 οπότε n1 · · ·n2023 = 2022 = 2023− 20.


