
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Γ΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  02/03/2019    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

Πρόβλημα 1 : Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς 𝑝, για τους οποίους το 7 δεν διαιρεί 

τον αριθμό 𝒑𝟑 + 𝟐𝒑𝟐 − 𝟓𝒑 + 𝟏 και επιπλέον, ο 𝒑𝟑 + 𝟓𝒑𝟐 + 𝟐𝒑 − 𝟏 είναι πρώτος αριθμός. 
 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω p πρώτος αριθμός, 3 22 5 1   pa p p p  και 3 25 2 1   pb p p p . 

Υπολογίζουμε στον πιο κάτω πίνακα τις τιμές ( mod7 ) των αριθμών pa  και  pb . 

 

p  0 1 2 3 4 5 6 
3 22 5 1   pa p p p  1 6 0 3 0 4 0 

3 25 2 1   pb p p p  6 0 3 0 4 0 1 

 

Με την βοήθεια του πιο πάνω πίνακα βρίσκουμε ότι ο p δεν μπορεί να είναι ίσος με 

2,4,6mod7  διότι 3 22 5 1 0mod7 7 /     p pa p p p a . 

Δεν μπορεί να είναι ίσος ούτε και με 1,3,5mod7  διότι 

3 25 2 1 0mod7 7 / b     p pb p p p  και επειδή 3 25 2 1 7   p p p , ο αριθμός pb  

θα είναι σύνθετος.  

Η μόνη περίπτωση που έχει μείνει είναι όταν 0mod7p και επειδή ο p είναι πρώτος 

αριθμός τότε αναγκαστικά 7.p Τέλος απομένει να εξετάσουμε εάν ο αριθμός 7b  είναι 

πρώτος: 
3 2

7 7 5 7 2 7 1 601      b  (πρώτος) 

Άρα ο μόνος πρώτος που ικανοποιεί τα πιο πάνω είναι το 7. 

             

 

 

 

 

 

 



 

Πρόβλημα 2 : Θεωρούμε σημείο 𝛭 πάνω σε ημικύκλιο διαμέτρου 𝛢𝛣  με κέντρο το σημείο 𝛰 . 

Κατασκευάζουμε το ισόπλευρο τρίγωνο 𝛢𝛭𝛤, ώστε τα 𝛭, 𝛤 να βρίσκονται προς το ίδιο μέρος της 

διαμέτρου 𝛢𝛣 και το 𝛤 να βρίσκεται εκτός του ημικυκλίου. Έστω 𝛥 το ίχνος της κάθετης από το 𝛣 

προς την 𝛢𝛤. Να αποδείξετε ότι: 

(α) 𝛤𝛰 = 𝛥𝛣  

(β) το τετράπλευρο που ορίζεται από τα μέσα των 𝛤𝛥, 𝛥𝛰, 𝛰𝛣 𝜅𝛼𝜄 𝛣𝛤 είναι ρόμβος.  

Προτεινόμενη λύση 

(α) Η 𝛤𝛰 είναι μεσοκάθετος του 𝛢𝛭, αφού        

      𝛤𝛢 = 𝛤𝛭 και 𝛰𝛢 = 𝛰𝛭. Επίσης η 𝛤𝛰 είναι  

      διάμεσος του τριγώνου ⊿𝛢𝛤𝛣.  

      (𝛢𝛤𝛣) = 2(𝛢𝛤𝛰) = 2 ∙
1

2
∙ (𝛤𝛰)(𝛢𝛫) 

                  =
1

2
(𝛤𝛰)(𝛢𝛭) =

1

2
(𝛤𝛰)(𝛢𝛤) 

      Εξ άλλου,  (𝛢𝛤𝛣) =
1

2
(𝛢𝛤)(𝛣𝛥) 

      Συνεπώς, 𝛤𝛰 = 𝛥𝛣 

(β)  Αν 𝛦, 𝛧, 𝛨 𝜅𝛼𝜄 𝛩 είναι αντίστοιχα τα μέσα    

       των  𝛤𝛥, 𝛥𝛰, 𝛰𝛣 𝜅𝛼𝜄 𝛣𝛤, τότε από τα τρίγωνα 

⊿𝛥𝛤𝛰, ⊿𝛭𝛤𝛰 έχουμε 𝛦𝛧 = 𝛨𝛩 =
𝛤𝛰

2
 και από τα τρίγωνα 

⊿𝛤𝛥𝛣, ⊿𝛰𝛥𝛣 έχουμε  𝛩𝛦 = 𝛧𝛨 =
𝛥𝛣

2
 . Τέλος, λόγω του (α), παίρνουμε 

𝛦𝛧 = 𝛧𝛨 = 𝛨𝛩 = 𝛩𝛦, που σημαίνει ότι το 𝛦𝛧𝛨𝛩 είναι ρόμβος. 

 

Πρόβλημα 3: Θεωρούμε την ακόλουθη κίνηση:  

 

Επιλέγουμε δύο γειτονικά τετραγωνάκια στο αριστερό τετράγωνο της πιο κάτω εικόνας, και 

προσθέτουμε και στα δύο τον ίδιο ακέραιο αριθμό.  

 

Να εξεταστεί αν υπάρχει ακολουθία κινήσεων η οποία να μετατρέπει το αριστερό τετράγωνο στο δεξί.   

 

Σημείωση: Δύο τετραγωνάκια θεωρούνται γειτονικά αν έχουν κοινή πλευρά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προτεινόμενη λύση: Θεωρούμε τον πιο κάτω χρωματισμό του τετραγώνου. 

 



 

Παρατηρούμε ότι σε κάθε κίνηση προσθέτουμε τον ίδιο αριθμό σε ένα μαύρο τετραγωνάκι και σε ένα 

άσπρο τετραγωνάκι. Άρα αν 𝑀  το άθροισμα των αριθμών στα μαύρα τετραγωνάκια και 𝐴  το 

άθροισμα των αριθμών στα άσπρα τετραγωνάκια, τότε το 𝑀 − 𝐴 παραμένει σταθερό μετά από κάθε 

κίνηση. Όμως στο αριστερό τετράγωνο έχουμε 𝑀 − 𝐴 = 5 ενώ στο δεξί τετράγωνο έχουμε 𝑀 − 𝐴 =
15. Άρα δεν υπάρχει ακολουθία κινήσεων που να μετατρέπει το αριστερό τετράγωνο στο δεξί. 

 

Πρόβλημα 4: Δίνονται οι πραγματικοί αριθμοί 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 για τους οποίους ισχύει 

 

(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑥3 − 𝑥2)2 + (𝑥4 − 𝑥3)2 + (𝑥5 − 𝑥4)2 + (𝑥6 − 𝑥5)2 = 1 
 

Να βρείτε τη μέγιστη δυνατή τιμή της διαφοράς  (𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6) − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3). 

 

 Προτεινόμενη λύση 

 

Για τις πεντάδες (1, 2, 3, 2, 1)  και |𝑥2 − 𝑥1|, |𝑥3 − 𝑥2|, |𝑥4 − 𝑥3|, |𝑥5 − 𝑥4|, |𝑥6 − 𝑥5| 
εφαρμόζουμε την ανισότητα  C – S και έχουμε: 

(12 + 22 + 32 + 22 + 12)[(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑥3 − 𝑥2)2 + (𝑥4 − 𝑥3)2 + (𝑥5 − 𝑥4)2 + (𝑥6 − 𝑥5)2]
≥ [|𝑥2 − 𝑥1| + 2|𝑥3 − 𝑥2| + 3|𝑥4 − 𝑥3| + 2|𝑥5 − 𝑥4| + |𝑥6 − 𝑥5|]2 

Άρα, 19 ≥ [|𝑥2 − 𝑥1| + 2|𝑥3 − 𝑥2| + 3|𝑥4 − 𝑥3| + 2|𝑥5 − 𝑥4| + |𝑥6 − 𝑥5|]2 ⟹ 

√19 ≥ |𝑥2 − 𝑥1| + 2|𝑥3 − 𝑥2| + 3|𝑥4 − 𝑥3| + 2|𝑥5 − 𝑥4| + |𝑥6 − 𝑥5|  
Επειδή ισχύει |𝛼| ≥ 𝛼 , ∀𝛼 ∈ ℝ ,  η τελευταία ενισχύεται στην 

√19 ≥ (𝑥2 − 𝑥1) + 2(𝑥3 − 𝑥2) + 3(𝑥4 − 𝑥3) + 2(𝑥5 − 𝑥4) + (𝑥6 − 𝑥5), απ’ όπου προκύπτει  

 (𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6) − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3) ≤ √19  που σημαίνει ότι η μέγιστη δυνατή τιμή της διαφοράς  

(𝑥4 + 𝑥5 + 𝑥6) − (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3) είναι √19 

 

Το «=» ισχύει, όταν 𝑥2 − 𝑥1 =
1

√19
 , 𝑥3 − 𝑥2 =

2

√19
 , 𝑥4 − 𝑥3 =

3

√19
 , 𝑥5 − 𝑥4 =

2

√19
 , 𝑥6 − 𝑥5 =

1

√19
  

 

Παραδείγματος χάριν, για (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6) = (0,
1

√19
,

3

√19
,

6

√19
,

8

√19
,

9

√19
) 

    


