
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΝΟΕΜΒΡΙΟΣ 2022 
 
 
 
Ημερομηνία: 13/11/2022                                   Ώρα Εξέτασης: 10:00-12:00 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  
1. Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 
2. Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
3. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
5. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  

 
ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ – ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Πρόβλημα 1 

Δίνονται 4 διαδοχικοί φυσικοί αριθμοί σε αύξουσα σειρά. Αν η διαφορά  του αθροίσματος 
των τετραγώνων των δύο τελευταίων αριθμών από το άθροισμα των τετραγώνων των τριών 
πρώτων στη σειρά είναι 213, να βρείτε τους αριθμούς αυτούς. 
 
Προτεινόμενη Λύση 

Έστω 𝑥𝑥, 𝑥𝑥 + 1, 𝑥𝑥 + 2 και 𝑥𝑥 + 3 οι τέσσερεις διαδοχικοί αριθμοί που ικανοποιούν την πιο 

πάνω συνθήκη, τότε: 

𝑥𝑥2 + (𝑥𝑥 + 1)2 + (𝑥𝑥 + 2)2 − (𝑥𝑥 + 2)2 − (𝑥𝑥 + 3)2 = 213  

        ⇔ 𝑥𝑥2 + (𝑥𝑥 + 1)2 − (𝑥𝑥 + 3)2 = 213  

        ⇔ 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 1 − (𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 + 9) = 213 

        ⇔ 2𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥 + 1 − 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 − 9 − 213 = 0 

        ⇔ 𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 − 221 = 0 ⇔ (𝑥𝑥 − 17)(𝑥𝑥 + 13) = 0 

        ⇔ 𝑥𝑥 = −13 (Απορρίπτεται) ή 𝑥𝑥 = 17 (Δεκτή). 

Άρα οι αριθμοί είναι: 

𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟐𝟐𝟐𝟐 

 
 

Πρόβλημα 2 

α)  Αν  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 4 και  𝑥𝑥𝑦𝑦 = 2   
      i)  Να δείξετε ότι   𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 = 40  
     ii) Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης   𝑥𝑥5 + 𝑦𝑦5 

β) Να αποδείξετε ότι ο αριθμός �2 + √2 �
5

+ �2 − √2 �
5

 είναι ρητός. 
 

Γ’ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 



Προτεινόμενη Λύση 

(α)  i)     𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 4 ⇒ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)3 = 43 ⇒ 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥2𝑦𝑦 + 3𝑥𝑥𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦3 = 64 

⇒ 𝑥𝑥3 + 3𝑥𝑥𝑦𝑦(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑦𝑦3 = 64 ⇒ 𝑥𝑥3 + 3 ∙ 2 ∙ 4 + 𝑦𝑦3 = 64 

⇒ 𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3 = 40    (1) 

 

       ii)  𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 4 ⇒ (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 = 42 ⇒ 𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝑦𝑦2 = 16 ⇒ 𝑥𝑥2 + 2 ∙ 2 + 𝑦𝑦2 = 16   

⇒ 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 12    (2) 

Πολλαπλασιάζοντας τις (1) και (2) παίρνουμε: 

(𝑥𝑥3 + 𝑦𝑦3)(𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2) = 40 ∙ 12 ⇔ 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥3𝑦𝑦2 + 𝑦𝑦3𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦5 = 480 

⇔ 𝑥𝑥5 + 𝑥𝑥2𝑦𝑦2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑦𝑦5 = 480 ⇔ 𝑥𝑥5 + 22 ∙ 4 + 𝑦𝑦5 = 480 

⇔ 𝑥𝑥5 + 𝑦𝑦5 = 464   (3) 

(β) Για 𝑥𝑥 = 2 + √2   και 𝑦𝑦 =  2 − √2   παρατηρούμε ότι: 

• 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 2 + √2 + 2 − √2 = 4 

• 𝑥𝑥𝑦𝑦 = �2 + √2��2 − √2� = 4 − 2 = 2 

Άρα από το α ερώτημα: 

�2 + √2�
5

+ �2 − √2�
5

= 464 ∈ ℚ 

 
 

Πρόβλημα 3 

Δίνεται τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 με �̂�𝛢 = 120𝑜𝑜. Φέρουμε ευθείες κάθετες στις πλευρές 𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢   στο 
σημείο  𝛢𝛢, που τέμνουν την πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 στα σημεία 𝛥𝛥 και 𝛦𝛦, αντίστοιχα.  
Αν  𝛢𝛢�̂�𝛥𝐵𝐵 = 120𝑜𝑜,  𝐴𝐴𝐸𝐸�𝛥𝛥 = 60𝜊𝜊 και το ύψος 𝛢𝛢𝛢𝛢 του τρίγωνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  έχει μήκος 2√3 𝑐𝑐𝑐𝑐, τότε: 
α) να δείξετε ότι το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές , 
β) να βρείτε τον λόγο των περιμέτρων των τριγώνων 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  και  𝛢𝛢𝛥𝛥𝛦𝛦. 
 
Προτεινόμενη Λύση 

 



 
α)   �̂�𝛢1 = �̂�𝛢3 = 120− 90 = 30𝑜𝑜, διότι �̂�𝛢 = 120𝑜𝑜 και  𝛢𝛢𝑥𝑥 και 𝐴𝐴𝑦𝑦 κάθετες στις πλευρές ΑΓ και  

      ΑΒ, αντίστοιχα. 

      𝛦𝛦�2 = 120𝜊𝜊 (παραπληρωματική της Ε�1) 

      𝛢𝛢� = 𝛢𝛢� = 180 − 120− 30 = 30𝑜𝑜 (άθροισμα γωνιών τριγώνου) 

      Άρα το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι ισοσκελές (Έστω 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝜅𝜅). 

β)  �̂�𝛥1 = 60𝜊𝜊 (παραπληρωματική της Δ�2) 

      Άρα και η 𝛥𝛥𝛦𝛦�𝛢𝛢 = 60𝜊𝜊 και το τρίγωνο 𝛥𝛥𝛦𝛦𝛢𝛢 είναι ισόπλευρο. 

      Έστω ότι οι πλευρές οι πλευρές του τριγώνου 𝛥𝛥𝛦𝛦𝛢𝛢 έχουν μήκος 𝜇𝜇.  

      Το ΑΗ είναι ύψος του ισόπλευρου τριγώνου 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛦𝛦 άρα είναι και διάμεσος  

        (𝛥𝛥𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛦𝛦 = 𝜇𝜇
2

) 

       Επίσης τα τρίγωνα 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛦𝛦𝛢𝛢 είναι ισοσκελή και άρα 𝛢𝛢𝛥𝛥 = 𝛢𝛢𝛥𝛥 = 𝛢𝛢𝛦𝛦 = 𝛦𝛦𝛢𝛢 = 𝜇𝜇. 

       Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛢𝛢 έχουμε: 

                               𝜇𝜇2 = 𝜇𝜇2

4
+ 12 ⟹ 3𝜇𝜇2

4
= 12 ⇒ 𝜇𝜇2 = 16 ⇒ 𝜇𝜇 = 4      

                   Τότε      𝛢𝛢𝛢𝛢 = 4 + 2 = 6 𝑐𝑐𝑐𝑐   και     𝛢𝛢𝛢𝛢 =  2 ∙ 6 = 12 𝑐𝑐𝑐𝑐    

      Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 έχουμε: 

                 𝜅𝜅2 = (𝛢𝛢𝛢𝛢)2 + (𝛢𝛢𝛢𝛢)2 = 36 + 12 = 48 ⇒ 𝜅𝜅 = 4√3  

      H περίμετρος του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι:       𝛱𝛱𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 12 + 2 ∙ 4√3 = �12 + 8√3�𝑐𝑐𝑐𝑐  

      H περίμετρος του τριγώνου 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛦𝛦 είναι:        𝛱𝛱𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 3 ∙ 4 = 12𝑐𝑐𝑐𝑐  

                         Άρα: 

𝛱𝛱𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢
𝛱𝛱𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢

=
12 + 8√3

12
=

4(3 + 2√3)
12

=
3 + 2√3

3
 



Πρόβλημα 4 

Ένα κουτί περιέχει  400 μπάλες πέντε διαφορετικών χρωμάτων: μαύρο, πράσινο, κόκκινο, 
άσπρο και γαλάζιο. Η αναλογία του πλήθους των μαύρων  προς το πλήθος των  πράσινων, 
προς το πλήθος των κόκκινων μπαλών είναι 1: 2: 4. Η αναλογία του πλήθους των πράσινων 
προς των άσπρων, προς των γαλάζιων μπαλών είναι 1: 3: 6. 
Αν πάρουμε τυχαία από το κουτί μπάλες,  να βρείτε ποιος  είναι ο μικρότερος αριθμός 
μπαλών που πρέπει να πάρουμε ώστε  τουλάχιστον 50 από αυτές  να είναι του  ίδιου  
χρώματος. 
 

Προτεινόμενη Λύση 

Έστω Μ, Π, Κ, Α και Γ το πλήθος των μπάλων που περιέχει το κουτί  χρώματος μαύρου, 

πράσινου, κόκκινου, άσπρου και γαλάζιου αντίστοιχα. 

Αφού η αναλογία των μπαλών χρώματος μαύρου προς των πράσινων προς των κόκκινων 

μπαλών είναι 1: 2: 4, τότε: 

𝛭𝛭 = 𝑥𝑥, 𝛱𝛱 = 2𝑥𝑥, 𝛫𝛫 = 4𝑥𝑥          (1)  

Και αφού η αναλογία των πράσινων μπαλών προς των άσπρων προς των γαλάζιων μπαλών 

είναι 1: 3: 6, τότε: 

𝛱𝛱 = 𝑦𝑦, 𝐴𝐴 = 3𝑦𝑦, 𝛢𝛢 = 6𝑦𝑦      (2) 

Από τις (1) και (2) προκύπτει  𝑦𝑦 = 2𝑥𝑥. Άρα: 

𝛢𝛢 = 6𝑥𝑥, 𝛢𝛢 = 12𝑥𝑥        (3)    

Από τις (1) και (3) έχουμε: 

𝑥𝑥 + 2𝑥𝑥 + 4𝑥𝑥 + 6𝑥𝑥 + 12𝑥𝑥 = 400 ⇔ 25𝑥𝑥 = 400 ⇔ 𝑥𝑥 = 16 

Επομένως: 

𝛭𝛭 = 16, 𝛱𝛱 = 32, 𝛫𝛫 = 64, 𝛢𝛢 = 96, 𝛢𝛢 = 192          

 

Για να είμαστε σίγουροι ότι θα πάρουμε τουλάχιστον 50 μπάλες ίδιου χρώματος θα πρέπει 
να πάρουμε  49 από καθε χρώμα και μια ακόμα. Επειδή οι μαύρες είναι μόνο 16 και οι 
πράσινες μόνο 32 τοτε θα πρέπει να πάρουμε:  

16 + 32 + 49 + 49 + 49 + 1 = 196 μπάλες. 

 

 

 

* Διαφορετικές λύσεις γίνονται αποδεκτές εάν τεκμηριωθούν σωστά 
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