
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Πρόβλημα 1 
Δίνονται 𝛼𝛼 ∈ ℝ και συναρτήσεις 𝑓𝑓,𝑔𝑔 ∶ ℝ → ℝ  με τύπους 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥2)2    και   𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎𝑥𝑥 −
𝑥𝑥3

1 + 𝑥𝑥2
 

 
(α) Να βρείτε τα ακρότατα της συνάρτησης 𝑓𝑓. 
(β) Αν η 𝑔𝑔 είναι αύξουσα στο ℝ, να αποδείξετε ότι 𝛼𝛼 ≥ 9

8
. 

 
Λύση 

(α)  Η 𝑓𝑓 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με  

𝑓𝑓′(𝑥𝑥) =
(6𝑥𝑥 + 4𝑥𝑥3)(1 + 𝑥𝑥2)2 − 4𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥2)(3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4)

(1 + 𝑥𝑥2)4  

               =
2𝑥𝑥(3 + 2𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥2)2 − 4𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥2)(3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4)

(1 + 𝑥𝑥2)4  

              =
2𝑥𝑥(1 + 𝑥𝑥2)[(3 + 2𝑥𝑥2)(1 + 𝑥𝑥2) − 2(3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4)]

(1 + 𝑥𝑥2)4  

=
2𝑥𝑥(3 + 3𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥2 + 2𝑥𝑥4 − 6𝑥𝑥2 − 2𝑥𝑥4)

(1 + 𝑥𝑥2)3  

=
2𝑥𝑥(3 − 𝑥𝑥2)
(1 + 𝑥𝑥2)3 =

2𝑥𝑥�√3 − 𝑥𝑥��√3 + 𝑥𝑥�
(1 + 𝑥𝑥2)3  

Μελετώντας το πρόσημο της 𝑓𝑓′(𝑥𝑥), έχουμε τον πίνακα: 

𝑥𝑥 −∞                          −√3                                   0                                    √3                             +∞ 

𝑓𝑓′(𝑥𝑥)                   +               0                 −                  0               +                   0                − 

𝑓𝑓                   ↗            𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥             ↘                𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚              ↗                 𝑚𝑚𝑎𝑎𝑥𝑥              ↘ 

Άρα η 𝑓𝑓 παρουσιάζει: 

Μέγιστο στις θέσεις −√3 και √3 το 𝑓𝑓�−√3� = 𝑓𝑓�√3� = 18
16

= 9
8
  και 

Ελάχιστο στη θέση 0 το 𝑓𝑓(0) = 0. 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 



Τα πιο πάνω ακρότατα είναι ολικά, αφού lim
𝑥𝑥⟶±∞

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = lim
𝑥𝑥⟶±∞

 3𝑥𝑥
2+𝑥𝑥4

(1+𝑥𝑥2)2 = lim
𝑥𝑥⟶±∞

 𝑥𝑥4+3𝑥𝑥2

𝑥𝑥4+2𝑥𝑥2+1
= 1 

(β) Η 𝑔𝑔 είναι παραγωγίσιμη στο ℝ, με  

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎 −
3𝑥𝑥2(1 + 𝑥𝑥2) − 2𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥2)2 = 𝑎𝑎 −
3𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥4

(1 + 𝑥𝑥2)2 = 𝑎𝑎 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

και, επειδή είναι αύξουσα στο  ℝ, έχουμε ότι 

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑔′(𝑥𝑥) ≥ 0 ⟹ 𝑎𝑎 − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 0 ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑎𝑎 

Όμως στο (α), αποδείξαμε ότι το 9
8
 είναι ολικό μέγιστο της 𝑓𝑓, συνεπώς  

∀𝑥𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤
9
8

 

Τα τελευταία ικανοποιούνται, όταν 𝛼𝛼 ≥ 9
8
  

 
Πρόβλημα 2 
Σε τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 ισχύει ότι 𝛢𝛢� = 2�̂�𝛢. Να αποδείξετε ότι 𝛽𝛽2 = 𝛼𝛼(𝛼𝛼 + 𝛾𝛾). 
 
(Με �̂�𝛢,𝛢𝛢,� 𝛢𝛢� συμβολίζουμε τα μέτρα των γωνιών και αντίστοιχα με 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 τα μέτρα των απέναντι 
πλευρών του τριγώνου 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢.) 
 
Λύση 

Από το νόμο των ημιτόνων, έχουμε 
𝛼𝛼
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢

=
𝛽𝛽
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢

⟹
𝛼𝛼
𝛽𝛽

=
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢

 

και, επειδή  𝛢𝛢� = 2�̂�𝛢, αντικαθιστούμε και παίρνουμε 
𝛼𝛼
𝛽𝛽

=
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢
𝜂𝜂𝜂𝜂2𝛢𝛢

⟹
𝛼𝛼
𝛽𝛽

=
𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢

2𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢
⟹

𝛼𝛼
𝛽𝛽

=
1

2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢
 ∶  (1) 

 
Από το νόμο των συνημιτόνων, έχουμε 

𝛼𝛼2 = 𝛽𝛽2 + 𝛾𝛾2 − 2𝛽𝛽𝛾𝛾𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢 ⟹ 2𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝜂𝛢𝛢 =
𝛽𝛽2 + 𝛾𝛾2 − 𝛼𝛼2

𝛽𝛽𝛾𝛾
 

και τότε η  (1) γίνεται, διαδοχικά 
𝛼𝛼
𝛽𝛽

=
𝛽𝛽𝛾𝛾

𝛽𝛽2 + 𝛾𝛾2 − 𝛼𝛼2
⟹ 𝛼𝛼𝛽𝛽2 + 𝛼𝛼𝛾𝛾2 − 𝛼𝛼3 = 𝛽𝛽2𝛾𝛾 

                                     ⟹ 𝛼𝛼𝛽𝛽2 − 𝛽𝛽2𝛾𝛾 = 𝛼𝛼3 − 𝛼𝛼𝛾𝛾2 
                                                  ⟹𝛽𝛽2(𝛼𝛼 − 𝛾𝛾) = 𝛼𝛼(𝛼𝛼 − 𝛾𝛾)(𝛼𝛼 + 𝛾𝛾) 

 
• Αν 𝛼𝛼 ≠ 𝛾𝛾, από την τελευταία παίρνουμε 𝛽𝛽2 = 𝛼𝛼(𝛼𝛼 + 𝛾𝛾) 

 
• Αν 𝛼𝛼 = 𝛾𝛾, τότε �̂�𝛢 = 𝛢𝛢� και, επειδή 𝛢𝛢� = 2�̂�𝛢, παίρνουμε  �̂�𝛢 = 𝛢𝛢� = 45° και 𝛢𝛢� = 2�̂�𝛢 = 90° 

Όμως τότε έχουμε 𝛽𝛽2 = 𝛼𝛼2 + 𝛾𝛾2 ⟹ 𝛽𝛽2 = 𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼𝛾𝛾 ⟹ 𝛽𝛽2 = 𝛼𝛼(𝛼𝛼 + 𝛾𝛾) 

 

 

 

 



Πρόβλημα 3 
Στο διπλανό σχήμα η ακτίνα 𝛰𝛰𝛢𝛢 είναι κάθετη στην ακτίνα 𝛰𝛰𝛢𝛢. Η 
ευθεία 𝛭𝛭𝛭𝛭 είναι παράλληλη με την 𝛢𝛢𝛢𝛢 και τέμνει την 𝛢𝛢𝛰𝛰 στο 𝛲𝛲, 
την 𝛢𝛢𝛰𝛰 στο Κ και τον κύκλο στα σημεία 𝛭𝛭 και 𝛭𝛭. Έστω 𝛭𝛭𝛲𝛲 = 7 και 
𝛲𝛲𝛭𝛭 = 17. 

(α)  Να αποδείξετε ότι 𝛲𝛲𝛭𝛭 = 𝛫𝛫𝛭𝛭. 
(β) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του μεικτόγραμμου σχήματος 
𝛢𝛢𝛲𝛲𝛫𝛫𝛢𝛢.  
 
Λύση  

 (α) Επειδή 𝛭𝛭𝛭𝛭 ∥ 𝛢𝛢𝛢𝛢, έχουμε ότι 𝛢𝛢𝛭𝛭� = 𝛢𝛢𝛭𝛭� ⟹ 𝛢𝛢𝛭𝛭 = 𝛢𝛢𝛭𝛭.  
Επιπλέον τα ορθογώνια τρίγωνα 𝛢𝛢𝛰𝛰𝛢𝛢,𝛲𝛲𝛰𝛰𝛫𝛫 είναι και ισοσκελή, 
άρα 𝛢𝛢𝛲𝛲 = 𝛰𝛰𝛢𝛢 − 𝛰𝛰𝛲𝛲 = 𝛰𝛰𝛢𝛢 − 𝛰𝛰𝛫𝛫 = 𝛢𝛢𝛫𝛫   

∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛲𝛲 = ∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛢𝛢′ =
𝛭𝛭𝛢𝛢′𝛢𝛢′�

2
 

   =
180° − 𝛢𝛢𝛭𝛭�

2
 

                     =
180° − 𝛢𝛢𝛭𝛭�

2
=
𝛭𝛭𝛢𝛢′𝛢𝛢′�

2
 

               = ∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛢𝛢′ = ∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛫𝛫 
Έτσι τα τρίγωνα 𝛭𝛭𝛢𝛢𝛲𝛲,𝛭𝛭𝛢𝛢𝛫𝛫 είναι ίσα, αφού έχουν  

𝛢𝛢𝛭𝛭 = 𝛢𝛢𝛭𝛭,𝛢𝛢𝛲𝛲 = 𝛢𝛢𝛫𝛫,∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛲𝛲 = ∠𝛭𝛭𝛢𝛢𝛫𝛫 
Συνεπώς,  𝛲𝛲𝛭𝛭 = 𝛫𝛫𝛭𝛭 
 
(β)  Είναι 𝛲𝛲𝛭𝛭 = 𝛫𝛫𝛭𝛭 = 7 και 𝛲𝛲𝛭𝛭 = 17 ⟹𝛲𝛲𝛫𝛫 + 𝛫𝛫𝛭𝛭 = 17 ⟹𝛲𝛲𝛫𝛫 = 10. 
Στο ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο 𝛲𝛲𝛰𝛰𝛫𝛫 έχουμε 2 ⋅ 𝛰𝛰𝛲𝛲2 = 𝛲𝛲𝛫𝛫2 ⟹ 𝜪𝜪𝜬𝜬𝟐𝟐 = 𝟓𝟓𝟓𝟓 
Από τη δύναμη του σημείου 𝛲𝛲, ως προς τον κύκλο (𝛰𝛰,𝛰𝛰𝛢𝛢 = 𝑅𝑅) παίρνουμε ότι  

𝛲𝛲𝛭𝛭 ⋅ 𝛲𝛲𝛭𝛭 = 𝑅𝑅2 − 𝛰𝛰𝛲𝛲2 ⟹ 7 ⋅ 17 = 𝑅𝑅2 − 50 ⟹𝑹𝑹𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏𝟏 
Αν  𝛦𝛦 το εμβαδόν του μεικτόγραμμου σχήματος 𝛢𝛢𝛲𝛲𝛫𝛫𝛢𝛢, έχουμε 

𝛦𝛦 = 𝛦𝛦𝜂𝜂𝛽𝛽. 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝛼𝛼𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜂𝜂𝜏𝜏𝜏𝜏ί𝜏𝜏𝜂𝜂 − 𝛦𝛦𝜂𝜂𝛽𝛽. 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝛾𝛾.𝛲𝛲𝛰𝛰𝛫𝛫 =
1
4
𝜋𝜋𝑅𝑅2 −

1
2
𝛰𝛰𝛲𝛲2 =

169𝜋𝜋
4

− 25 

Άρα  

𝛦𝛦 =
169𝜋𝜋

4
− 25  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Πρόβλημα 4 
Δίνονται οι παραγωγίσιμες συναρτήσεις 𝑓𝑓,𝑔𝑔,ℎ: ℝ⟶ ℝ, για τις οποίες ισχύουν όλες οι πιο κάτω 
συνθήκες:  
 
(1)  𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 0, για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ 
(2)  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ⋅ ℎ(𝑥𝑥),  για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ 
(3)  ℎ2(𝑥𝑥) = 1 − [ℎ′(𝑥𝑥)]2, για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ                                             

Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάθε ένα από 
τα κοινά τους σημεία. 

Λύση 

Έστω 𝑥𝑥0 η τετμημένη των κοινών σημείων των γραφικών παραστάσεων των 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔.  

Τότε 𝒇𝒇(𝒙𝒙𝟓𝟓) = 𝒈𝒈(𝒙𝒙𝟓𝟓) 

Από τη συνθήκη (2), για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 παίρνουμε 

𝑔𝑔(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ⋅ ℎ(𝑥𝑥0) ⟹ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ⋅ ℎ(𝑥𝑥0)⟹�
(1)

𝒉𝒉(𝒙𝒙𝟓𝟓) = 𝟏𝟏 

Από τη συνθήκη (3), για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 παίρνουμε 

ℎ2(𝑥𝑥0) = 1 − [ℎ′(𝑥𝑥0)]2 ⟹ 1 = 1 − [ℎ′(𝑥𝑥0)]2 ⟹ 𝒉𝒉′(𝒙𝒙𝟓𝟓) = 𝟓𝟓 

Από τη συνθήκη (2), με παραγώγιση παίρνουμε για κάθε 𝑥𝑥 ∈ ℝ: 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥)ℎ(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥)ℎ′(𝑥𝑥), απ’ όπου για 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0 προκύπτει ότι 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥0) = 𝑓𝑓′(𝑥𝑥0)ℎ(𝑥𝑥0) + 𝑓𝑓(𝑥𝑥0)ℎ′(𝑥𝑥0) ⟹𝒈𝒈′(𝒙𝒙𝟓𝟓) = 𝒇𝒇′(𝒙𝒙𝟓𝟓) 

Η τελευταία ισότητα σημαίνει ότι οι κλίσεις των εφαπτομένων των γραφικών παραστάσεων των  

𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 στα κοινά τους σημεία είναι ίσες.  

Άρα, οι γραφικές παραστάσεις των 𝑓𝑓 και 𝑔𝑔 έχουν κοινή εφαπτομένη σε κάθε ένα από τα κοινά τους 
σημεία. 

 

 

* Διαφορετικές λύσεις γίνονται αποδεκτές εάν τεκμηριωθούν σωστά 
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