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Πρόβλημα 1. Να βρείτε όλα τα ζεύγη ακεραίων (x, y) που ικανοποιούν την εξίσωση

x2 − y2 = 5x.

Λύση. Έχουμε

x2 − y2 = 5x ⇐⇒ x2 − 5x− y2 = 0

⇐⇒
(
x− 5

2

)2

− y2 =
25

4

⇐⇒ (2x− 5)2 − 4y2 = 25

⇐⇒ (2x− 5− 2y)(2x− 5 + 2y) = 25

Γράφοντας a = 2x− 5− 2y και b = 2x− 5 + 2y πρέπει

(a, b) ∈ {(1, 25), (5, 5), (25, 1), (−1,−25), (−5,−5), (−25,−1)}.

Επειδή a+b = 2(2x−5) =⇒ x = (a+b+10)/4 και b−a = 4y =⇒ y = (b−a)/4 καταλήγουμε
στις λύσεις

(x, y) ∈ {(9, 6), (5, 0), (9,−6), (−4,−6), (0, 0), (−4, 6)} .

Πρόβλημα 2. Να βρείτε όλους τους πρώτους αριθμούς p για τους οποίους ο αριθμός

2p2 + 5p−1

είναι επίσης πρώτος.

Λύση.
• Αν p = 2, τότε 2p2 + 5p−1 = 8 + 5 = 13 είναι πρώτος.
• Αν p = 3, τότε 2p2 + 5p−1 = 18 + 25 = 43 είναι πρώτος.
• Αν p > 3, τότε 3 ∤ p2 και άρα p2 ≡ 1 mod 3. Επίσης, p περιττός, έστω p = 2k + 1, οπότε

5p−1 = 52k = 25k ≡ 1 mod 3. Άρα

2p2 + 5p−1 ≡ 2 · 1 + 1 ≡ 0 mod 3 .

Συνεπώς ο 2p2 + 5p−1 δεν είναι πρώτος.



Πρόβλημα 3. Σε τρίγωνο ABΓ , το σημείο ∆ είναι το μέσο της AB και το E είναι σημείο
της BΓ ώστε BE = 2EΓ . Αν ’Γ∆A = ’BAE, να δείξετε ότι ’BAΓ = 90◦.

Λύση. Φέρνουμε παράλληλη (ε) από το Γ προς την AE και έστω Z το σημείο τομής της (ε)

με τη BA. Έχουμε
∠AZΓ = ∠BAE = ∠Γ∆A

άρα το τρίγωνο ∆ΓZ είναι ισοσκελές με Γ∆ = ΓZ.

Από το Θεώρημα Θαλή στο τρίγωνο BΓZ έχουμε

2 =
BE

EΓ
=

BA

AZ
=

2A∆

AZ
=⇒ AZ = A∆ .

Άρα η Γ είναι διάμεσος του ισοσκελούς τριγώνου ∆ΓZ άρα και ύψος. Συνεπώς ∠BAΓ = 90◦

Δεύτερη Λύση. Έστω M το σημείο τομής των AE και Γ∆. Αν EMA∆ = x, τότε πρέπει και
EMB∆ = x. Αν EMΓE = y, τότε πρέπει και EMBE = 2y. Έστω επίσης EMAΓ = z. Πρέπει

EABE = 2EAΓE =⇒ 2x+ 2y = 2(z + y) =⇒ z = x .

Άρα EMAΓ = EMA∆ =⇒ MΓ = M∆. Έχουμε επίσης M∆ = MA αφού το τρίγωνο MA∆

είναι ισοσκελές.

Συνεπώς ο κύκλος με κέντρο το M και ακτίνα MA = MΓ = M∆ έχει διάμετρο Γ∆ και
περνάει από το A. Άρα ∠BAΓ = 90◦



Πρόβλημα 4. Η Αλίκη και ο Βασίλης σχηματίζουν ένα 2023-ψήφιο αριθμό ως εξής: Τα ψηφία
επιλέγονται διαδοχικά από αριστερά προς τα δεξιά με τον Βασίλη να επιλέγει κάθε τρίτο
ψηφίο και την Αλίκη να επιλέγει όλα τα υπόλοιπα.

Π.χ. στον αριθμό
a1a2a3 · · · a2023

πρώτα επέλεξε η Αλίκη τα ψηφία a1, a2, μετά επέλεξε ο Βασίλης το ψηφίο a3, μετά η Αλίκη
τα ψηφία a4, a5 κ.ο.κ.

Η Αλίκη κερδίζει αν ο αριθμός είναι πολλαπλάσιο του k, αλλιώς κερδίζει ο Βασίλης. Να
βρείτε ποιος από τους δύο παίκτες έχει στρατηγική νίκης στης εξής περιπτώσεις:
(α) k = 11

(β) k = 15

Λύση.
(α) Κερδίζει η Αλίκη. Μέχρι την επιλογή του a2019 από τον Βασίλη, η Αλίκη παίζει αυθαί-

ρετα. Μετά επιλέγει τα a2020 και a2021 με τέτοιον τρόπο ώστε

a1 − a2 + · · · − a2020 + a2021 ≡ 0 mod 11 .

Αυτό μπορεί σίγουρα να το κάνει ως εξής: Αρκεί για οποιοδήποτε ℓ να μπορεί να
επιλέξει τα a2020 και a2021 με τέτοιον τρόπο ώστε a2020 − a2021 ≡ ℓ mod 11. Για ℓ ≡
0, 1, . . . , 9 mod 11 επιλέγει a2020 = ℓ και a2021 = 0. Για ℓ ≡ 10 mod 11 επιλέγει a2020 = 0

και a2021 = 1.

Ακολούθως, ότι επιλογή και να κάνει ο Βασίλης για το a2022 η Αλίκη επιλέγει a2023 =

a2020. Τότε έχουμε
a1 − a2 + · · · − a2022 + a2023 ≡ 0 mod 11

και ο αριθμός είναι πολλαπλάσιος του 11.
(β) Κερδίζει ο Βασίλης. Μέχρι την επιλογή του a2021 από την Αλίκη, ο Βασίλης παίζει

αυθαίρετα. Μετά επιλέγει το a2022 με τέτοιον τρόπο ώστε

a1 + a2 + · · ·+ a2022 ≡ 2 mod 3 .

Αυτό μπορεί π.χ. να το κάνει ως εξής: Έστω S = a1 + · · · + a2021. Αν S ≡ 0 mod 3

επιλέγει a2022 = 2, αν S ≡ 1 mod 3 επιλέγει a2022 = 1 και αν S ≡ 2 mod 3 επιλέγει
a2022 = 0.

Η Αλίκη για να κάνει τον αριθμό πολλαπλάσιο του 5 είναι υποχρεωμένη να επιλέξει
το 0 ή το 5. Αν επιλέξει το 0 θα έχουμε

a1 + a2 + · · ·+ a2022 ≡ 2 mod 3

και αν επιλέξει το 5 θα έχουμε

a1 + a2 + · · ·+ a2022 ≡ 1 mod 3 .

Σε κάθε περίπτωση ο αριθμός δεν είναι πολλαπλάσιος του 3 και κερδίζει ο Βασίλης.


