
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Δ΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  26/05/2012    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

Προτεινόμενες Λύσεις 
 
Πρόβλημα 1 : Αν τα 𝜈𝜈 ζευγάρια (𝜒𝜒1,𝜓𝜓1), (𝜒𝜒2,𝜓𝜓2), (𝜒𝜒3,𝜓𝜓3), … , (𝜒𝜒𝜈𝜈 ,𝜓𝜓𝜈𝜈) θετικών πραγματικών    
                        αριθμών επαληθεύουν την ανίσωση 6𝜒𝜒2 − 𝜓𝜓2 > 𝜒𝜒𝜒𝜒, να αποδείξετε ότι  
 

𝜓𝜓1
𝜒𝜒1

+
𝜓𝜓2
𝜒𝜒2

+
𝜓𝜓3
𝜒𝜒3

+ ⋯+
𝜓𝜓𝜈𝜈
𝜒𝜒𝜈𝜈

< 2𝜈𝜈 

 
 Λύση   Για κάθε  𝑖𝑖 = 1,2,3, … , 𝜈𝜈 έχουμε  6𝑥𝑥𝑖𝑖2 − 𝑦𝑦𝑖𝑖2 > 𝑥𝑥𝑖𝑖𝑦𝑦𝑖𝑖 και διαιρώντας με 𝑥𝑥𝑖𝑖2 παίρνουμε        
             6 − 𝑦𝑦𝑖𝑖

2

𝑥𝑥𝑖𝑖
2 > 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖
⇔ 𝑦𝑦𝑖𝑖

2

𝑥𝑥𝑖𝑖
2 + 𝑦𝑦𝑖𝑖

𝑥𝑥𝑖𝑖
− 6 < 0. 

             Θέτουμε  𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖

= 𝜔𝜔𝑖𝑖 και έχουμε 𝜔𝜔𝑖𝑖
2 + 𝜔𝜔𝑖𝑖 − 6 < 0 ⇔ (𝜔𝜔𝑖𝑖 + 3)(𝜔𝜔𝑖𝑖 − 2) < 0 ⇔ 𝜔𝜔𝑖𝑖 < 2. 

             Δηλαδή,  𝑦𝑦𝑖𝑖
𝑥𝑥𝑖𝑖

< 2, για κάθε  𝑖𝑖 = 1,2,3, … , 𝜈𝜈 και άρα προσθέτοντας κατά μέλη τις ν   

             ανισότητες παίρνουμε    𝜓𝜓1
𝜒𝜒1

+ 𝜓𝜓2
𝜒𝜒2

+ 𝜓𝜓3
𝜒𝜒3

+ ⋯+ 𝜓𝜓𝜈𝜈
𝜒𝜒𝜈𝜈

< 2𝜈𝜈. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Πρόβλημα 2 : Δυο ίσοι κύκλοι (𝛫𝛫,𝜌𝜌) 𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅𝜅 (𝛬𝛬,𝜌𝜌) εφάπτονται στο σημείο 𝛢𝛢. 
Έστω  𝛣𝛣 σημείο του κύκλου (𝛫𝛫,𝜌𝜌) και 𝛤𝛤 σημείο του κύκλου (𝛬𝛬,𝜌𝜌) ώστε 
 ∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = 900. 
(α) Να αποδείξετε ότι 𝛣𝛣𝛣𝛣 = 2𝜌𝜌   
(β) Αν η εφαπτομένη του κύκλου  (𝛬𝛬,𝜌𝜌) στο αντιδιαμετρικό του 𝛤𝛤 τέμνει την 𝛢𝛢𝛢𝛢     
     στο σημείο 𝛮𝛮, να αποδείξετε ότι 𝛮𝛮𝛮𝛮 ⊥ 𝛣𝛣𝛣𝛣.  

 
 Λύση 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(α) ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 1800 − 2∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣  και  ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 1800 − 2∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 , απ’ όπου με πρόσθεση παίρνουμε 
       
     ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 + ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 3600 − 2(∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 + ∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤) 
                                = 3600 − 2 ∙ 900 
                                = 1800 .  
Άρα  𝛫𝛫𝛫𝛫 ∥ 𝛬𝛬𝛬𝛬 και αφού 𝛫𝛫𝛫𝛫 = 𝛬𝛬𝛬𝛬 = 𝜌𝜌, το 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫 είναι παραλληλόγραμμο.  
Συνεπώς 𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛫𝛫𝛫𝛫 = 2𝜌𝜌. 
 
(β) Αφού 𝛤𝛤𝛤𝛤 διάμετρος, είναι ∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 = 900 και επειδή ∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = 900, τα σημεία 𝛣𝛣,𝛢𝛢,𝛥𝛥 είναι 
συνευθειακά.  
∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (πλευρές κάθετες) και ∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 = ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (𝛤𝛤𝛤𝛤 = 𝛤𝛤𝛤𝛤 = 2𝜌𝜌). 
Άρα ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = ∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤, που σημαίνει ότι το τετράπλευρο 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 είναι εγγράψιμο και επειδή 
∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 = 900, προκύπτει ότι ∠𝛮𝛮𝛮𝛮𝛮𝛮 = 900 ή 𝛮𝛮𝛮𝛮 ⊥ 𝛣𝛣𝛣𝛣.   
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Πρόβλημα 3 : Να βρείτε όλες τις τριάδες θετικών ακεραίων (𝜇𝜇, 𝜈𝜈,𝜌𝜌) που επαληθεύουν το  
   

                        σύστημα   �
𝜇𝜇2 + 2𝜈𝜈𝜈𝜈 < 10

𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8
𝜌𝜌2 + 2𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 − 𝜌𝜌 = 8

 

 
Λύση 

�
𝜇𝜇2 + 2𝜈𝜈𝜈𝜈 < 10             ∶ (1)
𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8 ∶ (2) 
𝜌𝜌2 + 2𝜇𝜇𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 − 𝜌𝜌 = 8 ∶ (3)

 

 
(1) + (2) + (3) ⟹ (𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌)2 < 26 ⟺ 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 < √26 , άρα  0 < 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 ≤ 5 . 
 
(2) − (3) ⟹ (𝜈𝜈 − 𝜌𝜌)(𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 − 2𝜇𝜇 − 2) = 0 ,  απ’ όπου 𝜈𝜈 = 𝜌𝜌  ή  𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 − 2𝜇𝜇 = 2. 
Έτσι το αρχικό σύστημα ισοδύναμα δίνει τα συστήματα 
 

                  (𝛴𝛴1):�
0 < 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 ≤ 5 

𝜈𝜈 = 𝜌𝜌
𝜈𝜈2 + 2𝜇𝜇𝜇𝜇 = 8

       και     (𝛴𝛴2):�
0 < 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 ≤ 5 
𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 − 2𝜇𝜇 = 2

𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8 
 

 
Αν θέσουμε 𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 𝜔𝜔, τότε  
 

 (𝛴𝛴1) ⟺ �
0 < 𝜔𝜔 ≤ 5 
𝜇𝜇 + 2𝜈𝜈 = 𝜔𝜔
𝜈𝜈2 + 2𝜇𝜇𝜇𝜇 = 8

⟺ �
𝜔𝜔 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 
𝜇𝜇 = −2𝜈𝜈 + 𝜔𝜔

3𝜈𝜈2 − 2𝜔𝜔𝜔𝜔 + 8 = 0
⟺ �

𝜔𝜔 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 
𝜇𝜇 = −2𝜈𝜈 + 𝜔𝜔

𝜈𝜈 = 𝜔𝜔±√𝜔𝜔2−24
3

 

                        

 ⟺�

𝜔𝜔 = 5 
𝜇𝜇 = −2𝜈𝜈 + 𝜔𝜔

𝜈𝜈 = 𝜔𝜔±√𝜔𝜔2−24
3

⟺ �
𝜇𝜇 + 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 5 

𝜇𝜇 = 1
𝜈𝜈 = 2

⟺ (𝜇𝜇, 𝜈𝜈,𝜌𝜌) = (1, 2, 2) 

 (𝛴𝛴2) ⟺ �
0 < 𝜔𝜔 ≤ 5 
𝜔𝜔 − 3𝜇𝜇 = 2

𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8 
⟺ �

𝜔𝜔 ∈ {1, 2, 3, 4, 5} 
𝜇𝜇 = 𝜔𝜔−2

3
𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8 

 

 

                     ⟺ �
𝜔𝜔 = 5 
𝜇𝜇 = 1

𝜈𝜈2 + 2𝜌𝜌𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 8 
⟺ �

𝜈𝜈 + 𝜌𝜌 = 4 
𝜇𝜇 = 1

𝜈𝜈2 + 3𝜌𝜌 − 𝜈𝜈 = 8 
⟺ �

𝜌𝜌 = 4 − 𝜈𝜈 
𝜇𝜇 = 1

𝜈𝜈2 − 4𝜈𝜈 + 4 = 0 
 

                     ⟺ �
𝜌𝜌 = 4 − 𝜈𝜈 
𝜇𝜇 = 1
𝜈𝜈 = 2 

⟺ (𝜇𝜇, 𝜈𝜈,𝜌𝜌) = (1, 2, 2). 

 
Συνεπώς μοναδική λύση  (𝜇𝜇, 𝜈𝜈,𝜌𝜌) = (1, 2, 2). 
 



Πρόβλημα 4 : Ένα σύνολο 𝛴𝛴, υποσύνολο ενός συνόλου φυσικών αριθμών 𝛢𝛢, λέγεται «καλό», αν   
                        για κάθε στοιχείο 𝜎𝜎 ∈ 𝛴𝛴, το  𝜎𝜎 δεν διαιρεί το άθροισμα των υπολοίπων στοιχείων   
                        του 𝛴𝛴. Να βρείτε το μέγιστο δυνατόν αριθμό στοιχείων ενός «καλού» συνόλου,  
                        που είναι υποσύνολο του συνόλου 𝛢𝛢 = {1, 2, 3, … , 63}. 
 
Λύση 
 
Έστω 𝛣𝛣 ότι είναι ένα «καλό» υποσύνολο του 𝛢𝛢, το οποίο έχει μέγιστο αριθμό στοιχείων. 
Το στοιχείο 1 δεν μπορεί να ανήκει στο 𝛣𝛣, επειδή το 1 διαιρεί όλους τους φυσικούς αριθμούς.  
Άρα ο μέγιστος αριθμός στοιχείων του 𝛣𝛣 είναι ≤ 62. 
Από τις ιδιότητες της διαιρετότητας ξέρουμε ότι το 𝑥𝑥 ∈ 𝛣𝛣 διαιρεί (ή δεν διαιρεί) το άθροισμα 
των υπολοίπων αριθμών του 𝛣𝛣, αν και μόνον αν διαιρεί (ή δεν διαιρεί) το άθροισμα όλων των  
αριθμών μέσα στο  𝛣𝛣. 
Τώρα θα δείξουμε ότι το 𝛣𝛣 έχει λιγότερους από 62 αριθμούς. 
Αν το 𝛣𝛣 έχει ακριβώς 62 στοιχεία, δηλαδή είναι  𝛣𝛣 = {2, 3, … , 63}, τότε δεν είναι «καλό», διότι 
2 + 3 + 4 + ⋯+ 63 = (2+63)∙62

2
= 2015 και 5 ∕ 2015. 

Άρα το πλήθος των στοιχείων του 𝛣𝛣 είναι ≤ 61. 
Παρατηρούμε ακόμα ότι σε ένα σύνολο αριθμών, που το άθροισμα κάποιων στοιχείων του είναι 
πρώτος αριθμός, κανένα από τα υπόλοιπα στοιχεία του δεν διαιρούν το άθροισμα αυτό. 
Επειδή λοιπόν 2 + 3 + 4 + ⋯+ 63 = 2015, διαγράφοντας το 4, το 2011 είναι πρώτος αριθμός 
και άρα το σύνολο   𝛣𝛣 = {2, 3,5, 6, … , 63} ⊂ 𝛢𝛢 είναι «καλό». 
Συνεπώς το μέγιστο πλήθος στοιχείων που μπορεί να έχει ένα «καλό» υποσύνολο του 𝛢𝛢 είναι 61. 
 
 
 
 


