
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Δ΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  21/05/2011    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Πρόβλημα 1 : Αν 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 + 𝛾𝛾 = 1  με 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝛾𝛾 ≥ − 1
4
, να αποδείξετε ότι: 

√4𝛼𝛼 + 1 + �4𝛽𝛽 + 1 + �4𝛾𝛾 + 1 ≤ √21 

Λύση: 

Για τις τριάδες (1,1,1) 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 �√4𝛼𝛼 + 1 ,�4𝛽𝛽 + 1,�4𝛾𝛾 + 1� έχουμε 

(12 + 12 + 12) ��√4𝛼𝛼 + 1�
2

+ ��4𝛽𝛽 + 1�
2

+ ��4𝛾𝛾 + 1�
2
�

≥ �√4𝛼𝛼 + 1 +  �4𝛽𝛽 + 1 + �4𝛾𝛾 + 1�
2
 

Άρα παίρνουμε 
3 ∙ [4 ∙ 1 + 3] ≥ �√4𝛼𝛼 + 1 +  �4𝛽𝛽 + 1 + �4𝛾𝛾 + 1�

2
 

21 ≥ �√4𝛼𝛼 + 1 +  �4𝛽𝛽 + 1 + �4𝛾𝛾 + 1�
2
 

Άρα τελικά θα πάρουμε 

  
√4𝛼𝛼 + 1 + �4𝛽𝛽 + 1 + �4𝛾𝛾 + 1 ≤ √21 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Πρόβλημα 2 : Στην πλευρά 𝛢𝛢𝛢𝛢 ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 παίρνουμε 
σημεία τέτοια ώστε 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛦𝛦. Από το σημείο 𝛢𝛢 φέρουμε την κάθετη στην 𝛢𝛢𝛢𝛢 η οποία 
τέμνει την διαγώνιο  𝛢𝛢𝐴𝐴 στο σημείο 𝛫𝛫. Αν 𝛨𝛨 το σημείο τομής των τμημάτων 𝐴𝐴𝛦𝛦 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 𝛫𝛫𝛢𝛢, να 
αποδείξετε ότι τα εμβαδά των τριγώνων ⊿𝐴𝐴𝛫𝛫𝛨𝛨 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅 ⊿𝛦𝛦𝛨𝛨𝛢𝛢 είναι ίσα. 

 Λύση: 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛢𝛢𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛭𝛭𝛥𝛥𝛭𝛭 = (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭 − 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭𝛥𝛥) − (𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭 − 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭𝛢𝛢 − 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭𝛥𝛥)

= 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛥𝛥𝛭𝛭 =
1
2
∙ 2𝑥𝑥𝛽𝛽 −

1
2
𝛽𝛽𝑥𝑥 −

1
2
𝑥𝑥𝑥𝑥 −

1
2

(𝑎𝑎 − 𝑥𝑥)𝑥𝑥

=
1
2

(𝛽𝛽𝑥𝑥 − 𝑎𝑎𝑥𝑥). 
 
Όμως τα τρίγωνα ⊿𝛢𝛢𝛢𝛢𝛫𝛫 και ⊿𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 είναι όμοια και ισχύει  

𝑥𝑥
𝑥𝑥

=
𝑎𝑎
𝛽𝛽
⇔ 𝛽𝛽𝑥𝑥 = 𝑎𝑎𝑥𝑥 

Άρα παίρνουμε τελικά 
𝛢𝛢𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 − 𝛢𝛢𝛭𝛭𝛥𝛥𝛭𝛭 = 0 ⇔ 𝛢𝛢𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 = 𝛢𝛢𝛭𝛭𝛥𝛥𝛭𝛭 . 

 
 
 
 
Πρόβλημα 3 : Να βρείτε όλες τις ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 

𝛼𝛼𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛽𝛽 + 2. 
Λύση: 
Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 𝛽𝛽 < 0. Τότε το 𝛼𝛼𝛽𝛽 δεν θα είναι ακέραιος αριθμός για |α| > 1. Επομένως θα 
πάρουμε ή  α = 1 και από την αρχική εξίσωση β = −1 ή  𝛼𝛼 = −1 𝜅𝜅𝛼𝛼𝜅𝜅  
𝛼𝛼𝛼𝛼ό 𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏𝜏  𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝜅𝜅𝜅𝜅ή 𝜀𝜀𝜀𝜀ί𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜏𝜏 (−1)𝛽𝛽 = −𝛽𝛽 + 2. Όμως 𝛽𝛽 < 0 ⇒ −𝛽𝛽 ≥ 0 και αφού 
𝛽𝛽 ∈ ℤ παίρνουμε  −𝛽𝛽 ≥ 1 ⇒ −𝛽𝛽 + 2 ≥ 3, όμως (−1)𝛽𝛽 = ±1, άτοπο και άρα 
μόνη λύση (𝛼𝛼,𝛽𝛽) = (1,−1). 

 Αν β = 0 έχουμε αδύνατη εξίσωση. 
 Αν  β > 0 τότε έχουμε α αβ⁄  και άρα α αβ⁄ − αβ  δηλαδή α ∕ 2  επομένως α =

−2 ή − 1 ή 1 ή 2. Στην συνέχεια θα έχουμε τις υποπεριπτώσεις: 
• Αν 𝛼𝛼 = −2 ⇒ (−2)𝛽𝛽 = −2𝛽𝛽 + 2 ⇔ (−2)𝛽𝛽−1 = 𝛽𝛽 − 1. Αν κάποιος 

ακέραιος αριθμός ικανοποιεί την τελευταία εξίσωση θα πρέπει 𝛽𝛽 περιττός 
έστω 𝛽𝛽 = 2𝜅𝜅 + 1,   𝜅𝜅 ∈ ℤ, τότε η εξίσωση γίνεται (−2)2𝜅𝜅 = 2𝜅𝜅 ⇔ 4𝜅𝜅 =
2𝜅𝜅, όμως 4𝜅𝜅 > 2𝜅𝜅   ∀𝜅𝜅 ∈ ℕ, άρα 𝛼𝛼 ≠ −2. 



• Αν 𝛼𝛼 = −1 τότε (−1)𝛽𝛽 = −𝛽𝛽 + 2 ⇒ |−𝛽𝛽 + 2| = 1, άρα 𝛽𝛽 = 1 𝜏𝜏 𝛽𝛽 = 3. 
Αν 𝛽𝛽 = 1 ⇒ −1 = −1 + 2 = 1, ά𝜏𝜏𝜏𝜏𝛼𝛼𝜏𝜏.  

            Αν 𝛽𝛽 = 3 ⇒ (−1)3 = −3 + 2 = −1. Άρα λύση  (𝛼𝛼,𝛽𝛽) = (−1,3). 
•     Αν 𝛼𝛼 = 1 ⇒ 1 = 𝛽𝛽 + 2 ⇒ 𝛽𝛽 = −1 ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝜏𝜏𝛼𝛼ί𝛼𝛼𝜏𝜏𝜀𝜀𝜏𝜏𝛼𝛼𝜅𝜅 𝛾𝛾𝜅𝜅𝛼𝛼𝜏𝜏ί 𝛽𝛽 > 0. 
•     Αν 𝛼𝛼 = 2 ⇒ 2𝛽𝛽 = 2(𝛽𝛽 + 1) ⇒ 2𝛽𝛽−1 = 𝛽𝛽 + 1. Η τελευταία έχει μόνη λύση  

 το  𝛽𝛽 = 3, γιατί για 𝛽𝛽 > 3 έ𝛼𝛼𝜏𝜏𝜒𝜒𝜒𝜒𝜀𝜀 2𝛽𝛽−1 > 𝛽𝛽 + 1. Πράγματι επαγωγικά θα 
έχουμε για 𝛽𝛽 = 4 ⇒ 24−1 = 8 > 4 + 1 = 5. Έστω ότι ισχύει 2𝛽𝛽−1 > 𝛽𝛽 −
1, τότε παίρνουμε 2(𝛽𝛽+1)−1 = 2 ∙ 2𝛽𝛽−1 > 2(𝛽𝛽 + 1) > (𝛽𝛽 + 1) + 1 , άρα 
ισχύει ∀𝛽𝛽 > 4. Επομένως λύση (𝛼𝛼,𝛽𝛽) = (2,3). 

Πρόβλημα 4 : Να βρείτε την μικρότερη δυνατή ακτίνα 𝑅𝑅 δύο ίσων κυκλικών δίσκων με τους 
οποίους  μπορείτε να καλύψετε ένα δεδομένο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 στις ποιο κάτω δύο περιπτώσεις: 
1η περίπτωση: Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 να είναι ισόπλευρο με μήκος πλευράς 𝛼𝛼. 
2η  περίπτωση: Το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 να είναι ορθογώνιο με  ∠𝐴𝐴 = 90𝜊𝜊 και το μήκος της 
πλευράς  του 𝛢𝛢𝐴𝐴 να είναι μικρότερο από το μήκος της πλευράς του 𝛢𝛢𝐴𝐴. 
 
Λύση: 
1η περίπτωση: Αν το ισόπλευρο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 είναι καλυμμένο με δύο κυκλικούς δίσκους 
ακτίνας 𝑅𝑅, τότε τουλάχιστον ένας από αυτούς πρέπει να περιέχει δύο από τις τρείς κορυφές 
𝛢𝛢,𝛢𝛢,𝐴𝐴 του τριγώνου και επομένως 2𝑅𝑅 ≥ 𝑎𝑎 ⇒ 𝑅𝑅 ≥ 𝑎𝑎

2
. Άρα όπως φαίνεται και στο παρακάτω 

σχήμα αυτή η κάλυψη μπορεί να γίνει με δύο ίσους κύκλους ακτίνας  𝑅𝑅 = 𝑎𝑎
2

.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2η  περίπτωση:   
 
Φέρουμε την μεσοκάθετη της ΑΒ που τέμνει την ΒΓ στο 
σημείο Ε (αν ΑΓ=ΒΓ τότε  Ε=Γ). Πρώτα απ’ όλα έχουμε 
ότι 𝑅𝑅 ≤ |𝐴𝐴𝐴𝐴|

2
, αφού οι ίσοι κύκλοι με διαμέτρους τα τμήματα 

ΑΕ και ΒΕ καλύπτουν ολόκληρο το τρίγωνο  𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 (ο 
πρώτος καλύπτει το τετράπλευρο ΑΔΕΓ και ο δεύτερος το 
τρίγωνο ΕΒΔ). Από την άλλη μεριά, αν δύο κύκλοι 
καλύπτουν το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝐴𝐴 τότε τουλάχιστον ο ένας από 
αυτούς θα περιέχει δύο από τα τρία σημεία Α,Ε και Β. Επομένως θα έχουμε  

𝑅𝑅 ≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 �
|𝐴𝐴𝐴𝐴|

2
,
|𝐴𝐴𝐴𝐴|

2
,
|𝐴𝐴𝐴𝐴|

2
� =

|𝐴𝐴𝐴𝐴|
2

. 


