
ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Δ΄ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15 1/2  ΕΤΩΝ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία:  28/04/2018    Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού . 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

Πρόβλημα 1 : Βρείτε όλες τις πραγματικές τιμές των       έτσι ώστε 

          

       

              

 

 

Προτεινόμενη λύση  

Αφαιρώντας την δεύτερη εξίσωση του συστήματος από την πρώτη και την τρίτη εξίσωση από 

την δεύτερη θα πάρουμε 

(      )  (     )     (   )(     )                 ( ) 
και 

  
(      )  (          )     (   )(     )                 ( ) 

Αφού οι                           είναι μη μηδενικοί αριθμοί, από τις ( )  και ( )  θα 

έχουμε 

                           ( ) 

Αντικαθιστώντας διαδοχικά την ( ) στην πρώτη και την δεύτερη εξίσωση του συστήματος θα 

πάρουμε 

(    )                                  ( ) 

και 

   (    )                (   )        √  

Αντικαθιστώντας στην ( ) παίρνουμε 

 Αν     √  , τότε 

 (  √ )
 
  (  √ )         √    

Άρα,   √ . Τότε    √  και από την ( ) έχουμε    √ .  Επομένως,  

(     )  ( √   √   √ ) 

  Αν     √  , τότε 

 (  √ )
 
  (  √ )         √     



Άρα,    √ . Τότε     √  και από την ( ) έχουμε     √ .  Επομένως   

(     )  (  √     √     √ ) 

 

 

Πρόβλημα 2 : Κάποιος έγραψε σε      χαρτάκια από ένα διαφορετικό ακέραιο αριθμό από το 

  μέχρι και το       Στην συνέχεια ανακάτεψε τα χαρτάκια και τα έβαλε σε φακέλους έτσι ώστε 

ο  κάθε φάκελος να περιέχει   χαρτάκια. Τέλος έγραψε σε κάθε φάκελο την απόλυτη τιμή της 

διαφοράς των δύο αριθμών που περιέχει. Αν το τελευταίο ψηφίο των αριθμών που 

αναγράφονται στους φακέλους είναι μόνο        , να υπολογίσετε το τελευταίο ψηφίο του 

αθροίσματος των αριθμών που είναι αναγραμμένοι στους φακέλους.  

 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω        οι αριθμοί στα χαρτάκια που τοποθετήθηκαν στον   φάκελο και    ο αριθμός που 

αναγράφεται στον    φάκελο (              )  Τότε: 

               και    |     | για                  ( ) 

Θέλουμε να βρούμε το τελευταίο ψηφίο του αθροίσματος                    

Από την ( ) αφού            για κάθε                 τότε 

             

Άρα το   θα τελειώνει σε      . Αρκεί να βρω αν το   είναι άρτιος ή περιττός. 

Όμως η διαφορά και το άθροισμα δύο ακεραίων είναι  ίσες     . Επομένως έχουμε 

  |     |    |           |  |     |    |           |    

                 (             )           

Άρα το   είναι περιττός αριθμός. Επομένως το τελευταίο ψηφίο του είναι το     

  

Πρόβλημα 3 : Δίνεται ένα παραλληλόγραμμο        Φέρουμε από το σημείο   ευθεία( ) 

κάθετη προς την ευθεία    και από το σημείο   ευθεία ( ) κάθετη προς την ευθεία     Έστω   

το σημείο τομής των ευθειών ( ) ( ). Αν ο κύκλος με κέντρο το σημείο   και ακτίνα    τέμνει 

την ευθεία    στο σημείο   (   ) και την ευθεία    στο σημείο   (   ), αποδείξτε ότι η 

ευθεία    διέρχεται από το σημείο      
 

Προτεινόμενη λύση 

Έστω   να είναι το σημείο τομής των ευθειών ( )     Φέρουμε την κάθετη από το σημείο   

προς την χορδή    και ονομάζουμε   το ίχνος της κάθετης πάνω στην     Τότε το τετράπλευρο 

     είναι εγγράψιμο και άρα 

  
                     ( ) 

Επίσης, το τετράπλευρο      είναι εγγράψιμο. Έχουμε, 

  

                         ( ) 



Αφού    είναι εφαπτομένη του κύκλου στο σημείο  , και 

οι ευθείες       είναι παράλληλες, παίρνουμε 

               
και 

          
Από τα προηγούμενα, συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα 

          είναι όμοια. Αφού όμως τα σημεία     είναι 

τα μέσα των τμημάτων    και     αντίστοιχα θα έχουμε 

ότι  

                    ( ) 

 

Από ( ) ( )     ( )  παίρνουμε  

          

Επομένως τα σημεία         είναι συνευθειακά. 

 

Πρόβλημα 4 : Δίνονται δύο σημεία στο επίπεδο, και ένας πραγματικός αριθμός    όπου 

    
 

 
. Παίζουμε το εξής παιγνίδι: Σε κάθε βήμα επιλέγουμε ένα από τα δύο σημεία, και το 

περιστρέφουμε αριστερόστροφα κατά γωνία   γύρω από το άλλο σημείο. 

Για να κερδίσουμε το παιχνίδι θα πρέπει να καταφέρουμε να ανταλλάξουμε τις αρχικές θέσεις 

των δύο σημείων. 

(α) Αν    
 

 
 (        ), να αποδείξετε ότι δεν μπορούμε να κερδίσουμε το παιχνίδι. 

(β) Να εξετάσετε αν υπάρχει   (  
 

 
  για το οποίο μπορούμε να κερδίσουμε το παιχνίδι 

περιγράφοντας  με σαφήνεια την σκέψη σας.  

 

Προτεινόμενη λύση 

(α) Έστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι αρχικά τα σημεία είναι τα  (   ) και  (   ). Τότε 

σε κάθε βήμα τα     θα είναι γειτονικά σημεία με ακέραιες συντεταγμένες. Μάλιστα το 

άθροισμα των συντεταγμένων του   θα είναι πάντα άρτιος και του   πάντα περιττός . Οπότε τα 

    δεν μπορούν να αλλάξουν θέση. 

(β) Γίνεται για   
 

 
  Έστω     τα σημεία. Σχηματίζω ισόπλευρο τρίγωνο     ώστε το   να 

βρίσκεται στο   και το   στο  . Στο πρώτο βήμα στέλνω το   στο  . Στο δεύτερο μπορώ να 

στείλω το   στο   και στο τρίτο βήμα το   στο    
 


