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Ο∆ΉΓΊΈΣ
Πρόβλημα 1. Αν a, b, c είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να αποδείξετε ότι
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Πρώτη Λύση. Έχουμε
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Δεύτερη Λύση. Από Cauchy-Schwarz έχουμε
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Μετά μπορούμε να συνεχίσουμε όπως και στην πρώτη λύση.

Πρόβλημα 2. Έστω ισόπλευρο τρίγωνο ABC και σημείο E στην πλευρά BC. Έστω ℓ η
ευθεία που περνά από το σημείο A και είναι παράλληλη στην BC και έστω K το σημείο
της ℓ για το οποίο η KE είναι κάθετη στην BC. Ο κύκλος με κέντρο το K και ακτίνα KE

τέμνει τις πλευρές AB και AC στα M και N αντίστοιχα. Η κάθετη στην AB στο σημείο M

τέμνει την ℓ στο D και η κάθετη στην AC στο N τέμνει την ℓ στο F .

Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των διχοτόμων των γωνιών ∠MDA και ∠NFA ανήκει
στην KE.

Πρώτη Λύση. Έστω N ′ το συμμετρικό του N ως προς την ℓ. Αφού ∠DAB = ∠BAC =

∠CAF = 60◦, τότε το N ′ ανήκει στην AB. Αφού KN = KN ′, τότε το N ′ ανήκει στον κύκλο
με κέντρο K και ακτίνα KE. Επίσης, το NAN ′ είναι ισοσκελές με ∠NAN ′ = 120◦ και
∠ANN ′ = ∠AN ′N = 30◦. Συνεπώς ∠MKN = 2∠MN ′N = 60◦. Άρα τα A,K,M,N είναι
ομοκυκλικά, έστω σε κύκλο ω.

Έστω Z το σημείο τομής των DM και KE. Αφού ∠ZMA = 90◦ = ∠ZKA, τότε το AKZM

είναι εγγράψιμο και άρα το Z ανήκει στον ω. Ομοίως, αν Z ′ το σημείο τομής της FN με
την KE τότε το Z ′ επίσης ανήκει στον ω. Αλλά η KE μπορεί να έχει μόνο ένα άλλο σημείο
τομής με τον ω εκτός από το K , συνεπώς Z = Z ′.

Έχουμε ∠ZDF = ∠MDA = 30◦ = ∠NFA = ∠ZFD. Άρα το τρίγωνο DZF είναι ισοσκελές.
Αφού το ZK είναι το ύψος του τριγώνου DZF , είναι επίσης και διχοτόμος. Άρα το έγκεντρο
του τριγώνου DZF ανήκει στην EK και το ζητούμενο έπεται.



Δεύτερη Λύση. Ξεκινάμε δείχνοντας ότι τα A,K,M,N είναι ομοκυκλικά.

Μπορούμε να υποθέσουμε ότι το E δεν είναι το μέσο του BC αφού αλλιώς A = K και το
ζητούμενο είναι άμεσο. Χωρίς βλάβη της γενικότητας έχουμε EB < EC. Από τον Νόμο των
Ημιτόνων στα τρίγωνα KAM και KAN έχουμε
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Επειδή οι γωνίες ∠KMA και ∠KNA είναι οξείες (οι γωνίες ∠KAN και AKM είναι αμ-
βλείες) τότε ∠KMA = ∠KNA. Άρα τα A,K,M,N είναι ομοκυκλικά.

Έστω τώρα A′ το αντιδιαμετρικό του A ως προς τον ω. Τότε ∠A′MA = ∠A′NA = 90◦, άρα
το A′ είναι το σημείο τομής των DM και FN . Επιπλέον, ∠A′KA = 90◦, άρα το A′ ανήκει
στην EK.

Αφού KM = KN τότε ∠MKN = ∠MAN = 60◦, άρα το KMN είναι ισόπλευρο. Τότε
∠MA′K = ∠MNK = 60◦ = ∠NML = ∠NA′K. Άρα η A′K διχοτομεί την ∠A′DF . Συνεπώς
το έγκεντρο του τριγώνου DA′F ανήκει στην EK και το ζητούμενο έπεται.

Πρόβλημα 3. Η Άννα και ο Βασίλης, με την Άννα να ξεκινά πρώτη, χρωματίζουν εναλλάξ
τους ακεραίους του συνόλου S = {1, 2, . . . , 2022} κόκκινους ή μπλε. Όταν έρθει η σειρά
τους, κάθε ένας χρωματίζει οποιονδήποτε αχρωμάτιστο αριθμό του S θέλει, με οποιοδήποτε
χρώμα θέλει. Το παιχνίδι τελειώνει όταν χρωματιστούν όλοι οι αριθμοί του S.

Έστω N το πλήθος των ζευγών (a, b) ∈ S2 όπου οι a, b έχουν το ίδιο χρώμα και επιπλέον
b−a = 3.

Η Άννα θέλει να μεγιστοποιήσει το N . Ποια είναι η μέγιστη τιμή του N που μπορεί να
πετύχει ανεξάρτητα από το πως θα παίξει ο Βασίλης;

Λύση. Θα δείξουμε ότι η Άννα μπορεί να επιτύχει N = 1008 αλλά όχι μεγαλύτερο.

Έστω A = {1, 4, 7, . . . , 2020}, B = {2, 5, 8, . . . , 2021} και C = {3, 6, 9, . . . , 2022}.

Σε κάθε της κίνηση η Άννα προσπαθεί να βρει δύο αριθμούς σε απόσταση 3 με τον ένα να
είναι χρωματισμένο και τον άλλο όχι. Αν μπορέσει να το κάνει αυτό, τότε χρωματίζει τον
αχρωμάτιστο αριθμό με το χρώμα του χρωματισμένου.



Η Άννα θα αποτύχει στο πιο πάνω αν και μόνο αν για κάθε ένα από τα σύνολα A,B,C είτε
όλοι οι αριθμοί τους είναι χρωματισμένοι, είτε όλοι αχρωμάτιστοι. Αυτό μπορεί να συμβεί
το πολύ τρεις φορές.

Άρα η Άννα θα καταφέρει τουλάχιστον 1011 − 3 φορές να επιτύχει στο πιο πάνω. Κάθε
φορά που επιτυγχάνει αυξάνει την τιμή του N κατά 1. Άρα μπορεί να επιτύχει N ⩾ 1008.

Έστω M το πλήθος των ζευγών (a, b) με a, b ∈ S να έχουν διαφορετικό χρώμα και b−a = 3.
Στο τέλος του παιχνιδιού θα έχουμε M + N = 2019 αφού απαριθμούν συνολικά τα ζεύγη
(1, 4), (2, 5), . . . , (2019, 2022).

Σε κάθε το κίνηση ο Βασίλης προσπαθεί να βρει δύο αριθμούς σε απόσταση 3 με τον ένα
να είναι χρωματισμένο και τον άλλο όχι. Αν μπορέσει να το κάνει αυτό, τότε χρωματίζει
τον αχρωμάτιστο αριθμό με διαφορετικό χρώμα από το χρώμα του χρωματισμένου.

Ο Βασίλης θα αποτύχει στο πιο πάνω αν και μόνο αν για κάθε ένα από τα σύνολα A,B,C

είτε όλοι οι αριθμοί τους είναι χρωματισμένοι, είτε όλοι αχρωμάτιστοι. Αλλά κάθε ένα από
τα A,B,C έχει ακριβώς 674 στοιχεία. Αν λοιπόν ο Βασίλης αποτύχει θα έχουν χρωματιστεί
ακριβώς 0, 674, 1348 ή 2022 αριθμοί. Αυτό δεν μπορεί να συμβεί διότι όταν παίζει ο Βασίλης
έχει χρωματιστεί περιττό πλήθος αριθμών.

Κάθε φορά που επιτυγχάνει ο Βασίλης, αυξάνει την τιμή του κατά 1. Άρα μπορεί να
επιτύχει M ⩾ 1011 που μας δίνει N ⩽ 2019− 1011 = 1008.

Πρόβλημα 4. Θεωρούμε την ακολουθία u0, u1, u2, . . . που ορίζεται ως u0 = 0, u1 = 1 και

un = 6un−1 + 7un

για n ⩾ 2. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί a, b, c, n τέτοιοι
ώστε

ab(a+ b)(a2 + ab+ b2) = c2022 + 42 = un .

Λύση. Παρατηρούμε αρχικά ότι

(a+ b)5 − a5 − b5 = 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4

= 5ab(a3 + 2a2b+ 2ab2 + b2)

= 5ab(a+ b)(a2 + ab+ b2) .

Επειδή x5 ≡ {−1, 0, 1} mod 11, τότε (a+ b)5 − a5 − b5 ≡ 0,±1,±2,±3 mod 11, συνεπώς

ab(a+ b)(a2 + ab+ b2) ≡ −2
(
(a+ b)5 − a5 − b5

)
≡ 0,±2,±4,±6 mod 11 . (1)

Από το μικρό Θεώρημα του Fermat, αν 11 ∤ c, τότε c2022 = (c10)202 · c2 ≡ c2 ≡ 1, 3, 4, 5, 9 mod
11. Άρα για οποιοδήποτε ακέραιο c έχουμε c2022 ≡ 0, 1, 3, 4, 5, 9 mod 11. Αφού επιπλέον
42 ≡ −2 mod 11, τότε

c2022 + 42 ≡ 1, 2, 3, 7, 9, 10 mod 11 . (2)

Τέλος, οι πρώτοι όροι της ακολουθίας un modulo 11 είναι οι 0, 1, 6,−1, 3, 0,−1,−6, 1,−3, 0, 1.
Συνεπώς η ακολουθία είναι περιοδική modulo 11 και

un ≡ {0,±1,±3,±5} mod 11 . (3)

Επειδή οι (1), (2), (3) δεν μπορούν να ικανοποιούνται όλες ταυτόχρονα, τότε η εξίσωση δεν
έχει λύση στους μη αρνητικούς ακεραίους.


