
ΚΎπΡΊΆΚΉ ΜΆϑΉμΆΤΊΚΉ ΕΤΆΊΡΈΊΆ
Δ′ Διαγωνισμός Επιλογής κάτω των 15 1/2 Ετών

«Ευκλείδης»
Ημερομηνία: 29/04/2023 Ώρα Εξέτασης: 10:00-14:30

Ο∆ΉΓΊΈΣ
1. Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας.
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι)
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού.
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.

Πρόβλημα 1. Αν a, b, c είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να αποδείξετε ότι
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Πρόβλημα 2. Έστω ισόπλευρο τρίγωνο ABC και σημείο E στην πλευρά BC. Έστω ℓ η
ευθεία που περνά από το σημείο A και είναι παράλληλη στην BC και έστω K το σημείο
της ℓ για το οποίο η KE είναι κάθετη στην BC. Ο κύκλος με κέντρο το K και ακτίνα KE

τέμνει τις πλευρές AB και AC στα M και N αντίστοιχα. Η κάθετη στην AB στο σημείο M

τέμνει την ℓ στο D και η κάθετη στην AC στο N τέμνει την ℓ στο F .

Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής των διχοτόμων των γωνιών ∠MDA και ∠NFA ανήκει
στην KE.

Πρόβλημα 3. Η Άννα και ο Βασίλης, με την Άννα να ξεκινά πρώτη, χρωματίζουν εναλλάξ
τους ακεραίους του συνόλου S = {1, 2, . . . , 2022} κόκκινους ή μπλε. Όταν έρθει η σειρά
τους, κάθε ένας χρωματίζει οποιονδήποτε αχρωμάτιστο αριθμό του S θέλει, με οποιοδήποτε
χρώμα θέλει. Το παιχνίδι τελειώνει όταν χρωματιστούν όλοι οι αριθμοί του S.

Έστω N το πλήθος των ζευγών (a, b) ∈ S2 όπου οι a, b έχουν το ίδιο χρώμα και επιπλέον
b−a = 3.

Η Άννα θέλει να μεγιστοποιήσει το N . Ποια είναι η μέγιστη τιμή του N που μπορεί να
πετύχει ανεξάρτητα από το πως θα παίξει ο Βασίλης;

Πρόβλημα 4. Θεωρούμε την ακολουθία u0, u1, u2, . . . που ορίζεται ως u0 = 0, u1 = 1 και

un = 6un−1 + 7un

για n ⩾ 2. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν μη αρνητικοί ακέραιοι αριθμοί a, b, c, n τέτοιοι
ώστε

ab(a+ b)(a2 + ab+ b2) = c2022 + 42 = un .


