
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Γ' ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΛΥΚΕΙΟΥ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία: 24/03/2018          Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού (Tipp-ex). 

4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 

Πρόβλημα 1:  Να βρείτε όλους τους ακέραιους     για τους οποίους ο αριθμός               

                        (ο αριθμός με βάση το  ) είναι τέλειο τετράγωνο. 

 

Λύση:  
Προφανώς ο αριθμός  

                        
Παρατηρούμε τώρα ότι  

                                            
Κατά συνέπεια ο αριθμός μας θα πρέπει να είναι της μορφής 

                                        
          

Χρησιμοποιώντας το Θεώρημα του υπολοίπου για τις δύο μορφές του Α, και με διαιρέτη το 

   ,  έχουμε ότι 

                              
Και  

                     
Κατά συνέπεια προκύπτουν οι σχέσεις 

                 
Και  

         
Οπότε  

                             
Πράγματι  επαληθεύουμε ότι  

                 
 

 

Πρόβλημα 2: Δίνεται τραπέζιο      με       και        .  

                       Αν   το μέσον της πλευράς    και       τα περίκεντρα των τριγώνων        

                                 αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι το εμβαδόν του τραπεζίου είναι   

                       εξαπλάσιο του εμβαδού του τριγώνου       . 

 

Λύση: 

Επειδή       είναι τα περίκεντρα των τριγώνων            αντίστοιχα θα έχουμε 



            
Επομένως, 

                                     
     

 
        

                           
Όμοια, 

                         
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επομένως από τις         θα έχουμε 

                                                      
Από τον νόμο των ημιτόνων στα τρίγωνα           παίρνουμε 

  

  
 

      

      
       

  

  
 

   

   
 

Από την τελευταία ισότητα και την     συμπεραίνουμε ότι τα τρίγωνα        και      

είναι όμοια. Άρα 

       

     
 (

   

  
)
 

 (
   

       
)
 

 
 

        
 

 

 (
√ 
 )

  
 

 
           

Όμως , 

                                
 

 
   

   

 
 

 

 
   

   

 
 

 

 
       

Επομένως η     λόγω της τελευταίας ισότητας γίνεται 

        
 

 
      

 

 
 
 

 
       

 

 
        

 

 

 

Πρόβλημα 3:  Αν       είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί, να βρείτε όλες τις τριάδες         

                               για τις οποίες η παράσταση  

  
    

      
 

  

      
 

  

      
 

                        παίρνει την ελάχιστη τιμή της. 

 

Λύση: 

Θέτουμε 



{

        
        
        

 

Τότε παίρνουμε 

                                

Άρα,                                    Επίσης από την τρίτη εξίσωση θα 

έχουμε 

                               
Επομένως η παράσταση μετασχηματίζεται ως εξής 

  
    

      
 

  

      
 

  

      
 

    

 
 

         

 
 

      

 

      (
  

 
 

  

 
)  (

  

 
 

  

 
) 

και χρησιμοποιώντας την ανισότητα Αριθμητικού-Γεωμετρικού μέσου θα έχουμε 

   

       √
  

 
 
  

 
 √

  

 
 
  

 
       √  

Επομένως  

           √  
και την ελάχιστη τιμή θα την έχουμε όταν  

{
 

 
  

 
 

  

 
  

 
 

  

 

   {
      

        {
   √ 

   √ 
 {   √ 

    
 

Άρα , 

{
               √ 

                
 {

               √ 
      

 

 {
   (  √ )

   (   √ )
 

Συνεπώς οι ζητούμενες τριάδες είναι 

        (   (  √ )          (   √ )  )              

 
Πρόβλημα 4:  Έστω   {                 } ένα σύνολο    διαδοχικών θετικών              

                        ακεραίων και    {                    } μία μετάθεση των στοιχείων         

                        του  .  

                        (α) Να αποδείξετε ότι 

∑         

 

   

∑        

 

   

 

 

(β) Να βρείτε το μεγαλύτερο θετικό ακέραιο   έτσι ώστε το     

τετράγωνο να μπορεί να χωριστεί σε 7 ορθογώνια που ανά δύο να μην έχουν 

κοινά εσωτερικά σημεία και τα μήκη και πλάτη τους να σχηματίζουν την 

ακολουθία:                                  . 

 

Λύση: 

(α) Θα το αποδείξουμε επαγωγικά . 



Για              ισχύει και είναι εύκολο να το ελέγξουμε. 

Υποθέτουμε ότι ισχύει  για   , δηλαδή έχουμε 

                                              
και θα το αποδείξουμε και για     .  

Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: 

 Αν το           (      )                 είναι ένας από τους όρους του 

αθροίσματος τότε μπορούμε να βάλουμε αυτόν στη θέση του τελευταίου όρου και 

εφαρμόζοντας την       θα έχουμε 

                               

                                  

                                 

που είναι αυτό που θέλουμε.  

 Υποθέτουμε ότι οι                 είναι παράγοντες διαφορετικών όρων του 

αθροίσματος. Τότε, μπορούμε να αλλάξουμε τους όρους έτσι ώστε 

            και              

Εάν προσπαθήσουμε να αλλάξουμε το 

                      

σε, 

                         

τότε, αφού     και        είναι το πολύ   , θα έχουμε 

[           ][            ]    

και κάνοντας τις πράξεις θα έχουμε 

                                              

                      

και προσθέτοντας                          θα έχουμε 

                                          

                                 

επομένως ισχύει η ανισότητα.  

(β)  Για το πρόβλημα μας από την προηγούμενη ανισότητα θα έχουμε 

                         
Τότε,      . Παρακάτω δείχνουμε ένα       τετράγωνο που μπορεί να διαιρεθεί με 

αυτό τον τρόπο. 

 


