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Πρόβλημα

Δίνεται κύκλος (Κ, R) και ΑΒ μία διάμετρός του, όπως φαίνεται πιο κάτω.
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(α) Αν Γ είναι ένα τυχαίο σημείο του κύκλου, να δείξετε ότι το τρίγωνο △ ΑΒΓ είναι
ορθογώνιο.

(β) Χρησιμοποιώντας μόνο χάρακα, να φέρετε κάθετη από το σημείο Σ στην ΑΒ.

Προτεινόμενη Λύση

(α) Τα τρίγωνα △ ΑΚΓ και △ ΒΚΓ είναι ισοσκελή, αφού ΚΑ = ΚΒ = ΚΓ (ακτίνες
κύκλου).
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Άρα:

∠Α = ∠Γ1, ∠Β = ∠Γ2 (1)

Από το άθροισμα των γωνιών των τριγώνων △ ΑΚΓ και △ ΒΚΓ, παίρνουμε:

∠Α+ ∠Γ1 + ∠Κ1 = 180◦
(1)⇒ 2∠Γ1 + ∠Κ1 = 180◦ (2)

∠Β+ ∠Γ2 + ∠Κ2 = 180◦
(1)⇒ 2∠Γ2 + ∠Κ2 = 180◦ (3)

Αθροίζοντας τις εξισώσεις (2) και (3), παίρνουμε:

2∠Γ1 + 2∠Γ2 + ∠Κ1 + ∠Κ2 = 360◦ (4)

Ισχύει ∠Κ1 + ∠Κ2 = 180◦. Επομένως, από την (4) παίρνουμε:

2∠Γ1 + 2∠Γ2 = 180◦ ⇒ ∠Γ1 + ∠Γ2 = 90◦ ⇒ ∠Γ = 90◦

Έτσι, το τρίγωνο △ ΑΒΓ είναι ορθογώνιο.

(β) Ακολουθούμε με σειρά τα πιο κάτω βήματα:

• Σχηματίζουμε το τρίγωνο △ ΑΒΣ και θέτουμε Γ το σημείο τομής του ΣΑ με
τον κύκλο.
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• Φέρουμε το ΒΓ. Από το ερώτημα (α), έχουμε ότι η γωνία ∠ΑΓΒ είναι ορθή.
Επομένως, το ΒΓ είναι ύψος του τριγώνου △ ΑΒΣ.
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• Θέτουμε Δ το σημείο τομής της προέκτασης του ΣΒ με τον κύκλο.
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• Φέρουμε το ΑΔ. Από το ερώτημα (α), έχουμε ότι η γωνία ∠ΑΔΒ είναι ορθή.
Επομένως, το ΑΔ είναι ύψος του τριγώνου △ ΑΒΣ.
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• Θέτουμε Ε το σημείο τομής των υψών ΒΓ και ΑΔ του τριγώνου △ ΑΒΣ.
Επομένως, το σημείο Ε είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου △ ΑΒΣ.
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• Φέρουμε το ΣΕ και θέτουμε Ζ το σημείο τομής των ΑΒ και ΣΕ.
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Επειδή το Ε είναι το ορθόκεντρο του τριγώνου △ ΑΒΣ και η ΣΖ περνά από
το Ε, έπεται ότι το ΣΖ είναι το τρίτο ύψος του τριγώνου △ ΑΒΣ. Επομένως,
ΣΖ ⊥ ΑΒ.
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