
 

 
ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

A΄  ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ IMC STAGE III 
ΑΠΡΙΛΗΣ   2021 

 
  Χρόνος Εξέτασης:  2ώρες 

Ημερομηνία: 21/03/2021                        Ώρα εξέτασης: 15:45 -17:45 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ:  
1. Να λύσετε όλα τα θέματα,  για τα 1 και 2 αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις 

σας και για τα 3,4,5,6 δίνοντας μόνο την τελική απάντηση. 
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  
 
Να απαντήσετε  τα θέματα 1 και 2 αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

ΘΕΜΑ 1:   

Έστω 𝑥𝑥 και 𝑦𝑦 πραγματικοί αριθμοί έτσι ώστε 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 = 3 . Να βρείτε τη μεγαλύτερη 
και την μικρότερη δυνατή τιμή της παράστασης  𝛢𝛢 = 2𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦2. 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑦𝑦2 = 3  τότε   (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 3    τότε   (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 = 3 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥ 0  τότε   𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥ −3 

                                           (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 + 3𝑥𝑥𝑥𝑥 = 3    τότε   (𝑥𝑥 − 𝑦𝑦)2 = 3 − 3𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥ 0  τότε   𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1           

−3 ≤ 𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 1 

 

𝛢𝛢 = 2𝑥𝑥2 + 5𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2𝑦𝑦2   τότε  𝛢𝛢 = 2(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦)2 + 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2(3 + 𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 6 + 3𝑥𝑥𝑥𝑥   

                                                       𝐴𝐴 = 6 + 3𝑥𝑥𝑥𝑥 ≥ 6 + 3(−3) = −3  τότε   𝐴𝐴 ≥ −3   

                                                       𝐴𝐴 = 6 + 3𝑥𝑥𝑥𝑥 ≤ 6 + 3(1) = 9  τότε   𝐴𝐴 ≤ 9   

−3 ≤ 𝐴𝐴 ≤ 9 

Μέγιστη Τιμή 9   και    Ελάχιστη τιμή   -3 

Η μέγιστη τιμή λαμβάνεται για 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1. 

Η ελάχιστη τιμή λαμβάνεται π.χ. για 𝑥𝑥 = √3,𝑦𝑦 = −√3 και για 𝑥𝑥 = −√3,𝑦𝑦 = √3. 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 2:   

Έστω τρίγωνο 𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴, με 𝛢𝛢𝛢𝛢 < 𝛢𝛢𝛢𝛢, έστω 𝛥𝛥  σημείο στη 𝐵𝐵𝐵𝐵 έτσι ώστε η 𝐴𝐴𝐴𝐴  να διχοτομεί τη 

γωνία ∠𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤, και έστω 𝛭𝛭 το μέσο της 𝐵𝐵𝐵𝐵. Έστω 𝛦𝛦 σημείο στην προέκταση της  𝛣𝛣𝛣𝛣 έτσι ώστε 

η 𝛭𝛭𝛭𝛭 να είναι παράλληλη με την 𝐴𝐴𝐴𝐴 και έστω 𝛧𝛧 το σημείο τομής της 𝛭𝛭𝛭𝛭 με την 𝐴𝐴𝐴𝐴.   

 

Να αποδείξτε ότι  𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝛤𝛤𝛤𝛤. 

 

 
 
 
 
 
 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = ∠𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 (ΑΔ διχοτόμος) 

∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 (εντός εκτός και επι τα αυτά 𝛢𝛢𝛢𝛢//𝛦𝛦𝛦𝛦) 

∠𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 = ∠𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦 (εντός εναλλάξ  𝛢𝛢𝛢𝛢//𝛦𝛦𝛦𝛦) 

Τότε ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = ∠𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦𝛦  τότε το τρίγωνο 𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢  είναι ισοσκελές με 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢. 

Από το σημείο Β φέρνουμε ευθεία 𝜀𝜀1 παράλληλη προς την  𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛦𝛦𝛦𝛦 και από το Γ 
φέρνουμε 𝜀𝜀2 παράλληλη προς την  𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛦𝛦𝛦𝛦. 

𝜀𝜀1//𝛢𝛢𝛢𝛢//𝛦𝛦𝛦𝛦  τότε  ισχύει  θεώρημα Θαλή   με   𝛣𝛣𝛣𝛣
𝛣𝛣𝛣𝛣

= 𝛢𝛢𝛢𝛢
𝛥𝛥𝛥𝛥

 

𝜀𝜀2//𝛢𝛢𝛢𝛢//𝛦𝛦𝛦𝛦  τότε  ισχύει  θεώρημα Θαλή   με   𝛤𝛤𝛤𝛤
𝛤𝛤𝛤𝛤

= 𝛧𝛧𝛧𝛧
𝛥𝛥𝛥𝛥

 

Αφού 𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛤𝛤𝛤𝛤 ( 𝛭𝛭 μέσον της 𝛣𝛣𝛣𝛣) και 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 𝛢𝛢𝛢𝛢   τότε   𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛤𝛤𝛤𝛤 

 

 

 

 

 

 



Να απαντήσετε  τα θέματα 3,4,5  και 6  γράφοντας  μόνο  την τελική απάντηση. 

ΘΕΜΑ 3:  

Να βρείτε τον μεγαλύτερο θετικό ακέραιο αριθμό 𝑛𝑛, έτσι ώστε  o   31024 − 1 να διαρείται 
από το 2𝑛𝑛. 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
 
31024 − 1 = (3512 + 1)(3512 − 1) = 
= (3512 + 1)(3256 + 1)(3128 + 1)(364 + 1)(332 + 1)(316 + 1)(38 + 1)(34 + 1)(32 + 1)(3 + 1)(3 − 1) 
 
Και οι 11 πιο πάνω παράγοντες είναι άρτιοι αφού είναι αθροίσματα ή διαφορά περιττών. 

Ξέρουμε ότι το τετράγωνο ενός περιτού αριθμού όταν διαιρείται με το 4 αφήνει υπόλοιπο 1.  

                        (2𝑛𝑛 + 1)2 = 4𝑛𝑛2 + 4𝑛𝑛 + 1 = 4(𝑛𝑛2 + 𝑛𝑛) + 1   

Άρα οι 9 παράγοντες  

3512 + 1, 3256 + 1, … , 32 + 1 
Όταν διαιρεθούν με το 4 αφήνουν υπόλοιπο 2. Δηλαδή διαιρούνται με το 2 αλλά όχι με το 4. 

Από τους άλλους δύο παράγοντες ο ένας είναι ίσος με 4 και ο άλλος με 2.  

Άρα η μεγαλύτερη δύναμη του 2 που διαιρεί τον 31024 − 1  είναι η  𝑛𝑛 = 11 + 1 = 12. 
  

Απάντηση:  𝒏𝒏 = 𝟏𝟏𝟏𝟏 

 
ΘΕΜΑ 4:   

Στο πιο κάτω σχήμα έχουμε 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 12cm, 𝛢𝛢𝛢𝛢 = 9cm και 𝛣𝛣𝛣𝛣 = 15cm. Έστω 𝐵𝐵𝐵𝐵 η διχοτόμος 
της  γωνίας ∠𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. Έστω 𝛭𝛭 το μέσο της 𝛣𝛣𝛣𝛣 και έστω 𝛮𝛮 το μέσο της 𝛣𝛣𝛣𝛣. Έστω 𝛫𝛫 το σημείο 
τομής των 𝛤𝛤𝛤𝛤 και 𝛭𝛭𝛭𝛭. Να βρείτε το εμβαδόν του τριγώνου 𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫𝛫. 

 

 

 

 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
 

(𝛢𝛢𝛢𝛢)2 + (𝛢𝛢𝛢𝛢)2 = 122 + 92 = 144 + 81 = 255 = 152 = (𝛣𝛣𝛣𝛣)2    

ισχύει το Πυθαγόρειο Θεώρημα άρα το τρίγωνο είναι ορθογώνιο με ∠𝛢𝛢 = 90°. 

𝛦𝛦𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 =
(𝛢𝛢𝛢𝛢)(𝛢𝛢𝛢𝛢)

2
=

12 ∙ 9
2

= 54𝑐𝑐𝑚𝑚2 

 



Από θεώρημα διχοτόμου 
𝛥𝛥𝛥𝛥
𝛥𝛥𝛥𝛥

= 𝛣𝛣𝛣𝛣
𝛣𝛣𝛣𝛣

= 15
12

= 5
4
    τότε   𝛥𝛥𝛥𝛥

𝛥𝛥𝛥𝛥+𝛥𝛥𝛥𝛥
= 5

5+4
    τότε  𝛥𝛥𝛥𝛥

𝛤𝛤𝛤𝛤
= 5

9
   

 

𝛦𝛦𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = 5
9
𝛦𝛦𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢 = 5

9
∙ 54 = 30𝑐𝑐𝑚𝑚2  και 

𝛦𝛦𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥𝛥 = 1
2
𝛦𝛦𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 = 1

2
∙ 30 = 15𝑐𝑐𝑚𝑚2   

 

Η 𝛥𝛥𝛥𝛥 και 𝛤𝛤𝛤𝛤 διάμεσοι του τριγώνου 𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣𝛣 τότε το 𝛫𝛫 κέντρο βάρος τότε 𝛫𝛫𝛫𝛫 = 1
3
𝛥𝛥𝛥𝛥 

Τότε 𝛦𝛦𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 = 1
3
𝛦𝛦𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤𝛤 = 1

3
∙ 15 = 5𝑐𝑐𝑚𝑚2   

Απάντηση:  𝜠𝜠𝜞𝜞𝜞𝜞𝜞𝜞 = 𝟓𝟓𝟓𝟓𝒎𝒎𝟐𝟐 

 

ΘΕΜΑ 5:  

Πόσα ζεύγη θετικών ακεραίων (𝑚𝑚,𝑛𝑛) υπάρχουν, ώστε 𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≤ 4𝑚𝑚 + 5𝑛𝑛 ; 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
 
𝑚𝑚2 + 𝑛𝑛2 ≤ 4𝑚𝑚 + 5𝑛𝑛  τότε 

4𝑚𝑚2 + 4𝑛𝑛2 ≤ 16𝑚𝑚 + 20𝑛𝑛   

4𝑚𝑚2 + 4𝑛𝑛2 − 16𝑚𝑚 − 20𝑛𝑛 ≤ 0 

(2𝑚𝑚 − 4)2 + (2𝑛𝑛 − 5)2 ≤ 16 + 25 = 41 

Το 2𝑚𝑚− 4  είναι άρτιος αριθμός και ο  2𝑛𝑛 − 5 είναι περιττός 

Η |2𝑚𝑚− 4| = 0  έχει μόνο μία λύση, τη 𝑚𝑚 = 2.  

Η |2𝑚𝑚− 4| = 2  έχει δύο λύσεις, τις 𝑚𝑚 = 1,3. 

Οι |2𝑚𝑚− 4| = 4 και |2𝑚𝑚 − 4| = 6 έχουν από μία λύση, τις 𝑚𝑚 = 4 και 𝑚𝑚 = 5 αντίστοιχα. 

Με παρόμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι οι |2𝑛𝑛 − 5| = 1 και |2𝑛𝑛 − 5| = 3 έχουν από δύο λύσεις 

ενώ η |2𝑛𝑛 − 5| = 5  έχει μία λύση. 

 

Αν |2𝑚𝑚− 4| = 0    τότε      |2𝑛𝑛 − 5| = 1 ή 3 ή 5     και παίρνουμε 2 + 2 + 1 = 5  ζεύγη. 

Αν |2𝑚𝑚− 4| = 2    τότε      |2𝑛𝑛 − 5| = 1 ή 3 ή 5     και παίρνουμε 2 × 5 = 10   ζεύγη. 

Αν |2𝑚𝑚− 4| = 4    τότε      |2𝑛𝑛 − 5| = 1 ή 3 ή 5     και παίρνουμε 1 × 5 = 5   ζεύγη. 

Αν |2𝑚𝑚− 4| = 6    τότε     |2𝑛𝑛 − 5| = 1                    και παίρνουμε 2 ζεύγη. 

 

Συνολικά 22 ζεύγη 

Απάντηση: 22 ζεύγη   



ΘΕΜΑ 6:   

Ένας αριθμός είναι όμορφος αν μπορεί να γραφτεί ως άθροισμα τουλάχιστον δύο  

διαδοχικών ακεραίων. Πόσοι τριψήφιοι όμορφοι αριθμοί υπάρχουν; 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ  
 

Κάθε αριθμός 𝑚𝑚 είναι όμορφος αφού μπορούμε να γράψουμε 

𝑚𝑚 = [−(𝑚𝑚− 1)] + [−(𝑚𝑚− 2)] + ⋯+ (−1) + 0 + 1 + ⋯+ (𝑚𝑚− 1) + 𝑚𝑚 

Απάντηση: 900 αριθμοί 


