
 

 
ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Β΄  ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ IMC STAGE III 
ΙΟΥΝIOΣ   2021 

 
  Χρόνος Εξέτασης:  2ώρες 

Ημερομηνία: 9/06/2021                        Ώρα εξέτασης: 15:45 -17:45 
 
ΟΔΗΓΙΕΣ:  
1. Να λύσετε όλα τα θέματα,  για τα 1 και 2 αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις 

σας και για τα 3,4,5,6 δίνοντας μόνο την τελική απάντηση. 
2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  
 
Να απαντήσετε  τα θέματα 1 και 2 αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

ΘΕΜΑ 1:   

Να βρεθούν  όλες οι λύσεις του συστήματος: 

𝑥𝑥�𝑦𝑦 + 𝑦𝑦√𝑥𝑥 = 180 
𝑥𝑥√𝑥𝑥 + 𝑦𝑦�𝑦𝑦 = 189 

στους θετικούς πραγματικούς αριθμούς. 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Αν   𝛼𝛼 = √𝑥𝑥  και  𝛽𝛽 = �𝑦𝑦   τότε     

� 𝛼𝛼2𝛽𝛽 + 𝛽𝛽2𝛼𝛼 = 180 ⇒ αβ(α + β) = 180
𝛼𝛼3 + 𝛽𝛽3 = 189 ⇒ (𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)(𝛼𝛼2 − 𝛼𝛼𝛽𝛽 + 𝛽𝛽2) = 189

      

�
α ∙ β(α+ β) = 180

(𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)((𝛼𝛼 + 𝛽𝛽)2 − 3𝛼𝛼𝛽𝛽) = 189                  

Αν   𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 = 𝜅𝜅   τότε   𝛼𝛼 ∙ 𝛽𝛽 = 180
𝜅𝜅

       

Τότε   𝜅𝜅 �𝜅𝜅2 − 3 180
𝜅𝜅
� = 189    τότε  𝜅𝜅3 − 540 = 189  τότε  𝜅𝜅3 = 729  τότε  𝜅𝜅 = 9 

τότε        �α + β = 9
𝛼𝛼 ∙ 𝛽𝛽 = 20                 

 𝛼𝛼,𝛽𝛽  ρίζες της εξίσωσης  𝑥𝑥2 − 9𝑥𝑥 + 20 = 0   τότε    (𝑥𝑥 − 5)(𝑥𝑥 − 4) = 0    τότε    

 Τότε   (𝛼𝛼,𝛽𝛽) = (5,4)  και    (𝛼𝛼,𝛽𝛽) = (4,5)   επομένως   (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (25,16)  και 



  (𝑥𝑥,𝑦𝑦) = (16, 25).   

 

 Απάντηση:   (𝟐𝟐𝟐𝟐,𝟏𝟏𝟏𝟏)  και   (𝟏𝟏𝟏𝟏,𝟐𝟐𝟐𝟐)    

 

ΘΕΜΑ 2: 

Στο πιο κάτω σχήμα  𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛤𝛤𝛣𝛣,  ∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛤𝛤 = 100°,  ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤 = 70°,  ∠𝛦𝛦𝛢𝛢𝛣𝛣 = 50° και 
∠𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣 = 30°. Αν 𝛤𝛤,𝛭𝛭,𝛦𝛦 συνευθειακά και 𝛣𝛣𝛭𝛭 διχοτόμος της γωνίας ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤 να 
υπολογιστεί η γωνία ∠𝛢𝛢𝛦𝛦𝛣𝛣. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Το τρίγωνο 𝛣𝛣𝛤𝛤𝛣𝛣 είναι ισοσκελές (𝛣𝛣𝛣𝛣 = 𝛤𝛤𝛣𝛣) και  ∠𝛣𝛣𝛣𝛣𝛤𝛤 = 100°  τότε  

∠𝛣𝛣𝛤𝛤𝛣𝛣 = ∠ 𝛤𝛤𝛣𝛣𝛣𝛣 = 40°    

Αφού ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛣𝛣 = 100° − 70° = 30° = ∠ 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣 τότε τα  𝛢𝛢,𝛣𝛣,𝛤𝛤,𝛣𝛣 είναι ομοκυκλικά. 

Τότε ∠𝛣𝛣𝛢𝛢𝛣𝛣 = ∠ 𝛣𝛣𝛤𝛤𝛣𝛣 = 40° = ∠𝛤𝛤𝛣𝛣𝛣𝛣 = ∠𝛤𝛤𝛢𝛢𝛣𝛣  οπότε  𝛢𝛢𝛭𝛭 διχοτόμος της ∠𝛣𝛣𝛢𝛢𝛤𝛤.  

Αφού και 𝛣𝛣𝛭𝛭 διχοτόμος της ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤  τότε  το  𝛭𝛭  έγκεντρο του τριγώνου 𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤 ,  

οπότε  𝛤𝛤𝛭𝛭 διχοτόμος της ∠𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣   

Οι γωνίες ∠𝛣𝛣𝛢𝛢𝛭𝛭 = 40° , ∠𝛦𝛦𝛢𝛢𝛣𝛣 = 50°  τότε  𝛦𝛦𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛭𝛭 τέμνονται κάθετα (𝛦𝛦𝛢𝛢 ⊥
𝛢𝛢𝛭𝛭) οπότε η 𝛢𝛢𝛦𝛦 είναι εξωτερική διχοτόμος της ∠𝛣𝛣𝛢𝛢𝛤𝛤. Επειδή η 𝛤𝛤𝛦𝛦 είναι διχοτόμος 
της ∠𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣 τότε η 𝛣𝛣𝛦𝛦 είναι εξωτερική διχοτόμος της ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤. 

∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤 = ∠ 𝛢𝛢𝛣𝛣𝛤𝛤 = 70°  τότε  ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛦𝛦 = 180°−70°
2

= 55° 

Τότε  ∠𝛢𝛢𝛦𝛦𝛣𝛣 = 180 ° − (∠𝛦𝛦𝛢𝛢𝛣𝛣 + ∠𝛢𝛢𝛣𝛣𝛦𝛦) = 180° − (50° + 55°) = 75° 

 Απάντηση:  𝟕𝟕𝟐𝟐° 

 



 

Να απαντήσετε  τα θέματα 3,4,5  και 6  γράφοντας  μόνο  την τελική απάντηση. 

ΘΕΜΑ 3:  

Έστω 𝛢𝛢 είναι ένας τριψήφιος αριθμός με τρία διαφορετικά ψηφία και ο 𝛣𝛣 είναι το 
άθροισμα των ψηφίων του 𝐴𝐴. Να βρείτε ποια είναι η μικρότερη δυνατή τιμή του 𝛢𝛢

𝛣𝛣
. 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Έστω  𝛢𝛢 = 100𝛼𝛼 + 10𝛽𝛽 + 𝑐𝑐 , όπου 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝑐𝑐  είναι διαφορετικά ψηφία και 𝛣𝛣 = 𝛼𝛼 + 𝛽𝛽 +
𝑐𝑐. Αφού το Β είναι το ίδιο με οποιανδήποτε σειρά και αν πάρουμε τα 𝛼𝛼,𝛽𝛽, 𝑐𝑐 , θα 
πρέπει  𝛼𝛼 <  𝛽𝛽 < 𝑐𝑐 , για να γίνει όσο το δυνατό μικρότερος ο αριθμητής και άρα και 
το κλάσμα. 

Τότε  𝛢𝛢
𝛣𝛣

= 100𝛼𝛼+10𝛽𝛽+𝑐𝑐
𝑎𝑎+𝛽𝛽+𝑐𝑐

= (𝛼𝛼+𝛽𝛽+𝑐𝑐)+99𝑎𝑎+9𝛽𝛽
𝛼𝛼+𝛽𝛽+𝑐𝑐

 = 1 +  99𝑎𝑎+9𝛽𝛽
𝛼𝛼+𝛽𝛽+𝑐𝑐

 , είναι φανερό ότι αν 𝑐𝑐 = 9 το 

κλάσμα  𝛢𝛢
𝛣𝛣

   θα γίνει όσο το δυνατό μικρότερο. 

Αφού   𝛢𝛢
𝛣𝛣

= 1 + 99𝑎𝑎+9𝛽𝛽
𝛼𝛼+𝛽𝛽+9

 =  1 + 9(𝑎𝑎+𝛽𝛽+9)+90𝛼𝛼−81
𝛼𝛼+𝛽𝛽+9

   = 10 + 90𝑎𝑎−81
𝛼𝛼+𝛽𝛽+9

 , είναι φανερό ότι αν 

𝛽𝛽 = 8 το κλάσμα  𝛢𝛢
𝛣𝛣

  θα γίνει όσο το δυνατό μικρότερο. 

Αφού   𝛢𝛢
𝛣𝛣

=  10 + 90𝑎𝑎−81
𝛼𝛼+17

= 10 + 90 − 1611
𝛼𝛼+17

 , για να γίνει το κλάσμα  𝛢𝛢
𝛣𝛣

   όσο το δυνατό 
μικρότερο πρέπει 𝛼𝛼 = 1 .  

‘Ετσι το πιο μικρό κλάσμα είναι το   𝛢𝛢
𝛣𝛣

=  10 + 90−81
1+17

  = 10 + 9
18

 = 10 + 1
2

=  21
2

. 

   

Απάντηση   𝜜𝜜
𝜝𝜝

= 𝟐𝟐𝟏𝟏
𝟐𝟐

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ΘΕΜΑ 4:   

Στο πιο κάτω σχήμα ο σκιασμένος κύκλος  εφάπτεται του ημικυκλίου 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣 και των 
τόξων 𝛰𝛰𝛣𝛣 και 𝛰𝛰𝛦𝛦 με κέντρα 𝛢𝛢 και 𝛣𝛣 αντίστοιχα. Να βρείτε το λόγο του εμβαδού του 
σκιασμένου κύκλου προς το εμβαδόν του ημικυκλίου 𝛢𝛢𝛤𝛤𝛣𝛣.  

     

  

 

 

 

 

Προτεινόμενη Λύση  

Έστω ΑΟ=R  ακτίνα του ημικυκλίου και ΓΚ=ρ ακτίνα του σκιασμένου κύκλου. 

Χρησιμοποιώντας Πυθαγόρειο Θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο 𝛢𝛢𝛰𝛰𝛢𝛢:   

(𝑅𝑅 + 𝜌𝜌)2 = 𝑅𝑅2 + (𝑅𝑅 − 𝜌𝜌)2 

προκύπτει 𝑅𝑅2 = 4𝑅𝑅𝜌𝜌 και  𝑅𝑅 = 4𝜌𝜌, ή  𝜌𝜌 = 𝑅𝑅
4
,  έτσι ο λόγος των όγκων των εμβαδών 

είναι: 

𝜋𝜋 �𝑅𝑅4�
2

𝜋𝜋𝑅𝑅2
2

=
𝜋𝜋𝑅𝑅2
16
𝜋𝜋𝑅𝑅2

2

=
1
8

 

 

Απάντηση:    𝟏𝟏
𝟖𝟖
 

 

 

 

 

 

 

 



ΘΕΜΑ 5:  

Να βρεθεί το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης  (𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3)(𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥4) = 2021 
στους θετικούς ακέραιους αριθμούς. 

 

Προτεινόμενη Λύση 

Το 2021 = 43 × 47  ως γινόμενο πρώτων παραγόντων. 

Περίπτωση 1η 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 43 

𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥4 = 47 

Η δεύτερη εξίσωση δίνει ότι  𝑥𝑥1 είναι περιττός με    𝑥𝑥1 ≤ 45 

𝑥𝑥1 = 1  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 42  τότε  41 λύσεις  ( οι  (1,41) , (2,40), …, (41,1) ) 

𝑥𝑥1 = 3  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 40  τότε  39 λύσεις   

… 

𝑥𝑥1 = 41  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 2  τότε  1 λύση 

 

 Σύνολο      (1+41)21
2

= 441 λύσεις 

Περίπτωση 2η 

𝑥𝑥1 + 𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 47 

𝑥𝑥1 + 2𝑥𝑥4 = 43 

Η δεύτερη εξίσωση δίνει ότι  𝑥𝑥1 είναι περιττός με    𝑥𝑥1 ≤ 41 

𝑥𝑥1 = 1  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 46  τότε  45 λύσεις   

𝑥𝑥1 = 3  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 44 τότε  43 λύσεις   

… 

𝑥𝑥1 = 41  τότε     𝑥𝑥2 + 𝑥𝑥3 = 6  τότε  5 λύση 

Σύνολο      (5+45)21
2

= 525 λύσεις 

 

Συνολικά      441 + 525 = 966  λύσεις 

 

Απάντηση: 966 



ΘΕΜΑ 6:   

Πόσους εννιαψήφιους αριθμούς μπορούμε να φτιάξουμε χρησιμοποιώντας τα 
ψηφία 1,2,3, … ,9 ακριβώς από μια φορά το καθένα, και οι οποίοι είναι πολλαπλάσια 
του 99;  

 

Προτεινόμενη Λύση 

Αφού ο αριθμός είναι πολλαπλάσιος του 99 είναι πολλαπλάσιος του 9 και 11. 

Έστω  𝑥𝑥  το άθροισμα των 5 ψηφίων σε περιττή θέση 

Έστω  𝑦𝑦  το άθροισμα των 4 ψηφίων σε άρτια θέση. 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 1 + 2 + ⋯+ 9 = 45 άρα ο αριθμός είναι πολλαπλάσιος του 9. 

Για να είναι πολλαπλάσιος του 11 πρέπει 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦  πολλαπλάσιος του 11. 

Άρα  𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = 0, ±11, ±22, ±33, … 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 45  ⇒ |𝑥𝑥 − 𝑦𝑦|  < 45
𝑥𝑥,𝑦𝑦 > 0                                    

 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 περιττός  ⇒ 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 περιττός
� 𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = ±11, ±33 

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 45
𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = ±11� ⇒  

𝑥𝑥 = 28
𝑦𝑦 = 17�   ή   

𝑥𝑥 = 17
𝑦𝑦 = 28�  

𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 45
𝑥𝑥 − 𝑦𝑦 = ±33� ⇒  

𝑥𝑥 = 39
𝑦𝑦 = 6 �   ή   

𝑥𝑥 = 6
𝑦𝑦 = 39�    

Απορρίπτεται αφού  
𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ≥ 1 + 2 + 3 + 4 ≥ 10        

• Αν  𝑥𝑥 = 17  τα ψηφία στις περιττές θέσεις είναι τα  1, 2, 3, 4, 7    ή   1, 2, 3, 5, 6 
• Αν  𝑦𝑦 = 17  τα ψηφία στις περιττές θέσεις είναι τα  9, 5, 2, 1 ή   9, 4, 3, 1  ή  

8, 6, 2, 1    ή   8, 5, 3, 1   ή   8, 4, 3, 2    ή   7, 6, 3, 1  ή 7, 5, 4, 1   ή  7, 5, 3, 2   ή 
 6, 5, 4, 2   

Συνολικά 11 επιλογές για το ποια ψηφία μπαίνουν σε περιττές  και ποια σε άρτιες 
θέσεις . 

Τελικά μπορούμε να φτιάξουμε 11 ∙ 5! ∙ 4! =    31680 

Απάντηση:  𝟑𝟑𝟏𝟏𝟏𝟏𝟖𝟖𝟑𝟑 

 

 
 

 

 

 

 


