
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Α' ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΛΥΚΕΙΟΥ 

«Ευκλείδης» 

Ημερομηνία: 13/01/2018          Ώρα εξέτασης: 10:00-14:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ: 

1. Να λύσετε όλα τα θέματα αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι. (Τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι) 

3. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού (Tipp-ex). 

4. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.      

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ  

 

Πρόβλημα 1:  Μια  ράβδος μήκους       κόβεται σε   κομμάτια μήκους                
τέτοια ώστε 

            {        }         και 

                 . 
Αποδείξτε ότι με οποιοδήποτε τρόπο γίνει η κοπή ώστε να ικανοποιούνται οι πιο πάνω συνθήκες 

τότε  θα υπάρχουν τρία κομμάτια που θα σχηματίζουν τρίγωνο. 

Λύση: 
Μπορούμε να θεωρήσουμε  

           
Υποθέτουμε ότι για κάποια κοπή δεν θα υπάρχει τρίγωνο που να σχηματίζεται από τα κομμάτια. 

Πρέπει από την υπόθεση  

           
και έτσι έπεται ότι         , γιατί σε διαφορετική περίπτωση, δηλαδή αν είχαμε       
θα ισχύει η τριγωνική ανισότητα                   και τα κομμάτια          θα 

σχημάτιζαν τρίγωνο. 

Ομοίως θα έχουμε 

           γιατί αλλιώς           και τα κομμάτια          θα σχημάτιζαν τρίγωνο. 

και άρα  

           γιατί αλλιώς           και τα κομμάτια          θα σχημάτιζαν τρίγωνο. 

επομένως, 

           γιατί αλλιώς           και τα κομμάτια          θα σχημάτιζαν τρίγωνο. 

Αλλά τότε θα είχαμε 

                          
Άτοπο. 

Άρα, με οποιοδήποτε τρόπο γίνει η κοπή ώστε να ικανοποιούνται οι πιο πάνω συνθήκες τότε  θα 

υπάρχουν τρία κομμάτια που θα σχηματίζουν τρίγωνο. 

 

 

 

 

 



Πρόβλημα 2 : Να βρείτε όλους τους       που ικανοποιούν το σύστημα ανισώσεων 

{
             

             
 

 

Λύση: 

Πολλαπλασιάζοντας με   την πρώτη ανισότητα και προσθέτοντας κατά μέλη θα έχουμε 

 (           )                  
ή 

                           

(     )    (     )        

(       )    
Επομένως,  

            
    

 
               ( ) 

Αντικαθιστώντας  την ( ) στο αρχικό σύστημα ανισώσεων θα πάρουμε 

 

{
 

           (
    

 
)       

  

 

               (
    

 
)
 

    (
    

 
)          

  

 

 

Άρα 

   
  

 
   

 √ 

 
         

 √ 

 
 

και από την ( ) θα πάρουμε 

  
 √   

 
        

  √   

 
 

Άρα τα δυνατά ζευγάρια  λύσεων θα είναι 

(   )  ( 
 √ 

 
 
 √   

 
)    (  

 √ 

 
 
  √   

 
) 

  

 

Πρόβλημα 3: Θεωρούμε όλους τους  αριθμούς της μορφής                   και     να 

είναι πρώτοι αριθμοί  και όλους τους αριθμούς της μορφής       με     και   περιττός 

αριθμός 

α) Να αποδείξετε ότι τα      είναι της μορφής                     
β) Να βρείτε τον μέγιστο κοινό διαιρέτη όλων των πιο πάνω αριθμών,                 , 
    να είναι πρώτοι αριθμοί  και        με     και   περιττός αριθμός. 

 Λύση: 

α) Ο αριθμός   μπορεί να είναι της μορφής                          (    ) 
όμως επειδή   είναι πρώτος οι μόνες δυνατές μορφές του   είναι 

        (    )          (    )  
Όμοια ισχύει και για το    
Επομένως,  τα      είναι της μορφής                    . 
 



β) Επομένως για τους αριθμούς                 ,     να είναι πρώτοι αριθμοί, θα 

έχουμε 

      (    )  (    )  
Διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις : 

       (    )  (    )  
       (    )  (    )  
       (    )  (    )  
       (    )  (    )  

Για την πρώτη περίπτωση θα έχουμε 

      (    )  (    )    (     )    (   )
   (   )[ (   )   ] 

Αν οι αριθμοί     είναι άρτιοι ή περιττοί και οι δύο, τότε ο     είναι άρτιος και επομένως 

         ⁄      
Αν ο   είναι άρτιος και ο   περιττός ή αντίστροφα, τότε ο  (   )    είναι άρτιος και άρα 

         ⁄      
Όμοια μελετώνται και οι άλλες περιπτώσεις. Επομένως      ⁄               ( )  
Για τους αριθμούς      με     και   περιττός αριθμός, θέτοντας     , παίρνουμε τον 

μικρότερο από αυτούς που είναι το 

        
Άρα ο Μ.Κ.Δ αυτών των αριθμών θα είναι το πολύ     Αφού   περιττός αριθμός, θέτουμε 

            
Έχουμε, 

              [(  )   ]   (    )(         )
 (   ) (   )(         ) 

Επειδή           είναι τρείς διαδοχικοί ένας από αυτούς διαιρείται με το    Επίσης θα 

έχουμε 

(   )(   )  (      )(      )    (    )    (   ) 
που διαιρείται με το  . Άρα       ⁄            ( )  
Από τις ( )     ( ) συμπεραίνουμε ότι ο μέγιστος κοινός διαιρέτης όλων των πιο πάνω αριθμών 

είναι το     
  

 

Πρόβλημα 4: Δίνεται οξυγώνιο ισοσκελές τρίγωνο      (     ) και   το περίκεντρο του. 

Οι ημιευθείες    και    τέμνουν τις πλευρές       στα σημεία     αντίστοιχα. Από το 

σημείο   φέρουμε ευθεία ( ) παράλληλη στην    που τέμνει την    στο σημείο    Έστω   το 

σημείο τομής της μεσοκάθετης του    με την ( ).Φέρουμε τον κύκλο (    ) και ονομάζουμε 

(  ) το ημικύκλιο του κύκλου αυτού που βρίσκεται στο ίδιο ημιεπίπεδο που ορίζει η    με την 

κορυφή    Αν οι εφαπτόμενες από τα σημεία     εφάπτονται του (  )  στα σημεία     

αντίστοιχα και   το μέσον του   , να αποδείξετε ότι                  
 

Λύση: 

Έστω ότι η ευθεία    τέμνει την ευθεία ( ) στο σημείο     Από την συμμετρία ως προς την    

έχουμε 

          

Από την παραλληλία ( )    , παίρνουμε 

               



Άρα, 

          
 

Δηλαδή, τα σημεία         είναι 

ομοκυκλικά. 

Επιπλέον έχουμε 

              
      

από το οποίο συμπεραίνουμε ότι 

   είναι εφαπτομένη του 

περιγεγραμμένου κύκλου του 

τριγώνου       Επομένως η 

μεσοκάθετη της χορδή    

διέρχεται από το σημείο    
Από την ισότητα των ορθογωνίων 

τριγώνων          , 

παίρνουμε 

                   ( ) 
Από το εγγράψιμο τετράπλευρο 

     παίρνουμε  

                   ( ) 
Από το εγγράψιμο τετράπλευρο      παίρνουμε  

                   ( ) 
Από τις ( ) ( )     ( ) θα έχουμε 

          

Επομένως τα σημεία       είναι συνευθειακά.  

Άρα αν ονομάσουμε   το σημείο τομής των εφαπτομένων από τα σημεία     προς το (  ) 
παίρνουμε 

                                 ( ) 
Όμως, 

          
 

 
(    )          (                        ) 

Από την ομοιότητα των τριγώνων           θα έχουμε 

          
Επομένως 

     
 

 
(    )  

 

 
(    )                   ( ) 

 

Από τις ( ) ( ) θα έχουμε 

                
 


