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Πρόβλημα

Οι πραγματικοί αριθμοί a, b ικανοποιούν την σχέση a3 + b3 + 3ab = 1. Να υπολογίσετε
την τιμή του a+ b.

Πηγή: Κίνα 2004

Προτεινόμενη Λύση

Έστω a+ b = x. Έχουμε:

a3 + b3 + 3ab = 1 ⇒ (a+ b)
(
a2 − ab+ b2

)
+ 3ab− 1 = 0

⇒ (a+ b)
[
(a+ b)2 − 3ab

]
+ 3ab− 1 = 0

⇒ x
(
x2 − 3ab

)
+ 3ab− 1 = 0

⇒ x3 − 3abx+ 3ab− 1 = 0

Αφού

x3 − 3abx+ 3ab− 1 = x2 (x− 1) + (x− 1) (x+ 1)− 3ab (x− 1)

= (x− 1)
(
x2 + x+ 1− 3ab

)
,

έχουμε ότι (x− 1)
(
x2 + x+ 1− 3ab

)
= 0.

• Όταν x− 1 = 0, έχουμε a+ b = 1.

• Όταν x2 + x+ 1− 3ab = 0, έχουμε:

(a+ b)2 + a+ b+ 1− 3ab = 0 ⇒ a2 + b2 − ab+ a+ b+ 1 = 0

Συμπληρώνοντας τετράγωνα, παίρνουμε:

1

2

[
(a− b)2 + (a+ 1)2 + (b+ 1)2

]
= 0

Επομένως, a = b = −1 και a+ b = −2.

Τέλος, παρατηρούμε ότι οι a+ b = 1 και a+ b = −2 επαληθεύουν την αρχική σχέση.
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