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Πρόβλημα

Έστω ακολουθίες (an), (bn) ώστε a1 = 1, b1 = 2 και

an+1 =
1 + an + anbn

bn
, bn+1 =

1 + bn + anbn
an

για n ⩾ 1.

Να δειχθεί ότι a2017 < 5.

Πηγή: Ρωσία 2008

Προτεινόμενη Λύση

Παρατηρούμε ότι:

an+1 + 1 =
(1 + an)(1 + bn)

bn
και bn+1 + 1 =

(1 + an)(1 + bn)

an

Ορίζουμε cn = an + 1 και dn = bn + 1. Οπότε έχουμε:

cn+1 =
cndn
dn − 1

και dn+1 =
cndn
cn − 1

Παρατηρούμε τώρα ότι:

1

cn+1
− 1

dn+1
=

(dn − 1)− (cn − 1)

cndn
=

dn − cn
cndn

=
1

cn
− 1

dn

Επαγωγικά παίρνουμε:

1

cn
− 1

dn
=

1

c1
− 1

d1
=

1

2
− 1

3
=

1

6

για κάθε φυσικό n. Οπότε είναι cn < 6 και άρα an < 5 για κάθε φυσικό n. Άρα έχουμε
και a2017 < 5.
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