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Πρόβλημα

Δίνονται θετικοί πραγματικοί a, b. Να δειχθεί ότι (1+a)(a+b)(b+8) ⩾ 27ab. Πότε ισχύει
η ισότητα;

Προτεινόμενη Λύση 1

Από την ανισότητα ΑΜ-ΓΜ έχουμε:
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Ομοίως παίρνουμε
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και b+ 8 ⩾ 3
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Πολλαπλασιάζοντας τις ανισότητες παίρνουμε το ζητούμενο.

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν a = 2, b = 2a, 8 = 2b. Δηλαδή αν και μόνο αν a = 2, b = 4.

Προτεινόμενη Λύση 2

Από την ανισότητα Ηölder, έχουμε

(1 + a)1/3(a+ b)1/3(b+ 8)1/3 ⩾ (a1/3b1/3 + a1/3b1/381/3 = 3(ab)1/3

Υψώνοντας στην τρίτη, παίρνουμε το ζητούμενο. Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν a
1 = b

a

και b
a = 8

b , το οποίο είναι ισοδύναμο με a = 2, b = 4.

Σχόλια

Αν στην Προτεινόμενη Λύση 1 δοκιμάζαμε απευθείας την ΑΜ-ΓΜ σε κάθε παρένθεση,
θα παίρναμε:

(1 + a)(a+ b)(b+ 8) ⩾ (2
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το οποίο δεν είναι όσο ισχυρό θέλουμε.
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Ο λόγος που αυτό δεν δουλεύει, είναι επειδή η ισότητα θα ίσχυε αν και μόνο αν a =

1, a = b, b = 8 το οποίο είναι αδύνατο.

Δοκιμάζουμε λοιπόν την ΑΜ-ΓΜ με βάρη. Για r > 0 έχουμε:
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με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν a = r. Ομοίως, για s, t > 0 έχουμε

a+ b ⩾ (1 + s)a
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και b+ 8 ⩾ (1 + t)b
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με ισότητα αν και μόνο αν b = sa και 8 = bt.

Επιπλέον όταν θα πολλαπλασιάσουμε τις τρεις ανισότητες, θέλουμε οι δυνάμεις των a
και b να γίνουν ίσες με 1. Δηλαδή θέλουμε:
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Θέλουμε λοιπόν r = s = t που μαζί με τις σχέσεις a = r, b = sa, 8 = bt δίνουν r = s =

t = 2, a = 2, b = 4. Αυτές ακριβώς τις ανισότητες χρησιμοποιήσαμε στην Προτεινόμενη
Λύση 1.
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