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Πρόβλημα

Σε ένα μη ισοσκελές τρίγωνο △ ΑΒΓ φέρουμε τις διχοτόμους ΑΛ και ΒΚ. Η μεσοκάθε-
τος του ΒΚ τέμνει την ΑΛ στο σημείο Μ. Η παράλληλη από το σημείο Λ προς τη ΜΚ
τέμνει τη ΒΚ στο σημείο Ν. Να αποδείξετε ότι ΝΑ = ΝΛ.

Πηγή: Βαλκανιάδα Νέων, 2010

Προτεινόμενη Λύση

Θα παρουσιάσουμε πρώτα το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα του Νότιου Πόλου

Αν η διχοτόμος της γωνίας ∠Α τριγώνου △ ΑΒΓ και η μεσοκάθετη της πλευράς ΒΓ
τέμνονται στο σημείο Ε, τότε το Ε είναι σημείο του περιγεγραμμένου κύκλου του
τριγώνου △ ΑΒΓ.
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Στο πρόβλημά μας τώρα, στο τρίγωνο △ ΑΒΚ η ΑΜ είναι η διχοτόμος της γωνίας ∠Α.
Επειδή η ΜΡ είναι μεσοκάθετος του ΒΚ, σύμφωνα με το Θεώρημα του Νότιου Πόλου,
το σημείο Μ βρίσκεται στον περιγεγραμμένο κύκλο του τριγώνου △ ΑΒΚ.
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Έτσι, το τετράπλευρο ΑΒΜΚ είναι εγγράψιμο και:

∠ΑΛΝ = ∠ΑΜΚ = ∠ΑΒΚ = ∠ΑΒΝ

Αφού ∠ΑΛΝ = ∠ΑΒΝ, τότε το τετράπλευρο ΑΒΛΝ είναι εγγράψιμο. Επειδή η ΒΝ
είναι η διχοτόμος της γωνίας Β, έπεται ότι Ν̃Α = Ν̃Λ (στον κύκλο που διέρχεται από
τα σημεία Α,Β,Λ,Ν) και το ζητούμενο έπεται.

Εναλλακτικά, μπορούμε να εργαστούμε και ως εξής:

∠ΛΑΝ = ∠ΛΒΝ = ∠ΝΒΑ = ∠ΝΛΑ = ∠ΑΛΝ

Αφού ∠ΛΑΝ = ∠ΑΛΝ, τότε το τρίγωνο △ ΝΑΛ είναι ισοσκελές, με ΝΑ = ΝΛ.
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