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Πρόβλημα

Ο εγγεγραμμένος κύκλος ενός τριγώνου △ ΑΒΓ εφάπτεται των πλευρών ΒΓ,ΓΑ και
ΑΒ στα σημεία Μ,Ν και Ρ, αντίστοιχα. Στο τμήμα ΡΝ παίρνουμε σημείο Δ τέτοιο, ώστε

ΔΡ
ΔΝ =

ΒΡ
ΓΝ .

Να αποδείξετε ότι ΔΜ ⊥ ΡΝ.

Πηγή: Βαλκανιάδα Νέων, Shortlist, 2007

Προτεινόμενη Λύση

Έχουμε ότι τα εφαπτόμενα τμήματα ΑΡ και ΑΝ ισούνται. Επομένως, ∠ΑΡΝ = ∠ΑΝΡ
και:

∠ΒΡΔ = ∠ΓΝΔ (1)
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Επιπλέον, αφού ισχύει ότι

ΔΡ
ΔΝ =

ΒΡ
ΓΝ ,

τότε τα τρίγωνα △ ΡΒΔ και △ ΝΔΓ είναι όμοια.Επομένως,

∠ΡΔΒ = ∠ΝΔΓ (2)

και:
ΔΒ
ΔΓ =

ΒΡ
ΓΝ =

ΒΜ
ΓΜ (3)

Από την (3), συμπεραίνουμε ότι στο τρίγωνο △ ΔΒΓ, η ΔΜ είναι διχοτόμος της γωνίας
∠ΒΔΓ. Επειδή ∠ΒΔΡ = ∠ΓΔΝ και ∠ΒΔΜ = ∠ΓΔΜ, τότε ΔΜ ⊥ ΡΝ και η απόδειξη
ολοκληρώνεται.
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