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Πρόβλημα

Θετικοί ακέραιοι x1, x2, . . . , xn (με n ≥ 3) επιλέγονται με τέτοιο τρόπο ώστε για κάθε
1 ⩽ i ⩽ n να είναι

xi−1 + xi+1

xi
= ki

όπου ki ακέραιος και x0 = xn, xn+1 = x1. Να δειχθεί ότι

2n ⩽ k1 + k2 + · · ·+ kn < 3n.

Πηγή: Ταϊβάν 2014

Προτεινόμενη Λύση

Για την αριστερή ανισότητα παρατηρούμε ότι:

k1 + · · ·+ kn =
n∑

i=1

(
xi
xi+1

+
xi+1

xi

)
⩾ 2n

από ανισότητα αριθμητικού-γεωμετρικού μέσου.

Θα δείξουμε με επαγωγή στο n ότι k1 + · · ·+ kn ⩽ 3n− 1. Για n = 3 είναι:

k1x1 + k2x2 + k3x3 = 2(x1 + x2 + x3)

Αν k1 = k2 = k3 = 2, τότε ο ισχυρισμός ισχύει. Σε διαφορετική περίπτωση, χωρίς βλάβη
της γενικότητας είναι k3 = 1. Τότε x3 = x1 + x2 από το οποίο λαμβάνουμε:

(k1 − 1)x1 = 2x2 και (k2 − 1)x2 = 2x1

Από αυτό παίρνουμε (k1 − 1)(k2 − 1) = 4 οπότε (k1, k2) = (3, 3), (2, 5) ή (5, 2). Σε όλες
τις περιπτώσεις ο ισχυρισμός ισχύει.

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι xn = max{x1, . . . , xn}. Αν
xn−1 = xn τότε kn−1 = 1 + xn−2/xn−1. Άρα 1 < kn−1 ⩽ 2 και αφού kn−1 ακέραιος,
πρέπει xn−2 = xn−1. Με τον ίδιο τρόπο, επαγωγικά όλα τα xi πρέπει να είναι ίσα,
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οπότε k1+ · · ·+ kn = 2n ⩽ 3n− 1. Το ίδιο συμβαίνει και στην περίπτωση όπου xn = x1.

Μπορούμε λοιπόν να υποθέσουμε ότι xn−1, x1 < xn. Τότε είναι kn = xn−1+x1

xn
< 2 οπότε

kn = 1, δηλαδή xn = x1 + xn−1. Επιπλέον, αν κοιτάξουμε την ακολουθία x1, . . . , xn−1,
παρατηρούμε ότι εξακολουθεί να ικανοποιεί τις συνθήκες αφο:

xn−2 + x1
xn−1

=
xn−2 + xn − xn−1

xn−1
= kn−1 − 1 και xn−1 + x2

x1
=

xn − x1 + x2
x1

= k1 − 1.

Από την επαγωγική υπόθεση είναι:

(k1 − 1) + k2 + · · ·+ kn−2 + (kn−1 − 1) ⩽ 3(n− 1)− 1 = 3n− 4

Αφού kn = 1, το ζητούμενο έπεται.

Σχόλια

Στην πιο πάνω λύση βλέπουμε ότι η αρχή ακροτάτου την οποία είδαμε και στο πρό-
βλημα OLY2017-B06 είναι αρκετά χρήσιμη ακόμη και σε ασκήσεις ανισοτήτων.
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http://www.cms.org.cy/assets/files/2016-2017/provlima-tis-evdomadas/OLY2017-B06_Sol.pdf

