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Πρόβλημα

Δίνονται θετικοί πραγματικοί αριθμοί a0,1, a0,2, . . . , a0,2016. For n ⩾ 0 και 1 ⩽ k < 2016

ορίζουμε

an+1,k = an,k +
1

2an,k+1
και an+1,2016 = an,2016 +

1

2an,1
.

Να δειχθεί ότι max
1⩽k⩽2016

a2016,k > 44.

Πηγή: Διαγωνισμός Βαλτικών Χωρών 2016

Προτεινόμενη Λύση

Θα δείξουμε με επαγωγή στο n ότι:

2016∑
k=1

an,k ⩾ 2016
√
n

Αυτό είναι αρκετό αφού τότε θα έχουμε:

max
1⩽k⩽2016

a2016,k ⩾ 1

2016

2016∑
k=1

a2016,k ⩾
√
2016 > 44

Η περίπτωση n = 0 είναι προφανής. Ας υποθέσουμε ότι ισχύει για n = r, δηλαδή

2016∑
k=1

ar,k ⩾ 2016
√
r

Για n = r + 1 θα έχουμε:

2016∑
k=1

ar+1,k =

2016∑
k=1

(
ar,k +

1

2ar,k+1

)
=

2016∑
k=1

(
ar,k +

1

2ar,k

)
όπου με ar,2017 δηλώνουμε το ar,1.
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Η συνάρτηση f(x) = x+ 1
2x είναι κυρτή στο R+ αφού f ′′(x) = 1

x3 . Άρα από την ανισότητα
Jensen έχουμε:

2016∑
k=1

(
ar,k +

1

2ar,k

)
⩾ 2016f

(
S

2016

)

όπου S =
2016∑
k=1

an,k. Η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο R+ αφού για x < y έχουμε:

f(y)− f(x) = y +
1

2y
− x− 1

2x
= (y − x)− x− y

2xy
=

(y − x)(2xy + 1)

2xy
> 0

Άρα εν τέλει έχουμε:

2016∑
k=1

ar+1,k ⩾ 2016f(
√
r) = 2016

(√
r +

1

2
√
r

)
⩾ 2016

√
r + 1

αφού: (√
r +

1

2
√
r

)2

= r + 1 +
1

4r
> r + 1

Αυτό ολοκληρώνει το επαγωγικό βήμα και άρα ισχύει το ζητούμενο.
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