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Πρόβλημα

Δίνονται πραγματικοί αριθμοί r1, . . . , rn μεγαλύτεροι ή ίσοι του 1. Να δειχθεί ότι:

1

r1 + 1
+ · · ·+ 1

rn + 1
⩾ n

n
√
r1 · · · rn + 1

Πηγή: IMO Shortlist 1998

Προτεινόμενη Λύση 1

Θα το δείξουμε πρώτα όταν ο n είναι της μορφής 2m. Για m = 0 είναι προφανές ενώ
για m = 1 θέλουμε:
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για x, y ⩾ 1. Όμως
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το οποίο ισχύει.

Έστω τώρα ότι ισχύει για m = k. Τότε για m = k + 1 έχουμε:
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Στην πρώτη ανισότητα χρησιμοποιήσαμε την επαγωγική υπόθεση και στην δεύτερη την
περίπτωση m = 1.

Άρα η ανισότητα ισχύει όταν ο n είναι της μορφής 2m. Για γενικό n παίρνουμε m ώστε
n < 2m και θέτουμε: rn+1 = · · · = r2m = n

√
r1 · · · rn. Γνωρίζουμε ότι:
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από το οποίο προκύπτει το ζητούμενο.

Προτεινόμενη Λύση 2

Η συνάρτηση f(x) = 1
ex+1 ικανοποιεί

f ′(x) = − ex
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για x ⩾ 0. Οπότε η συνάρτηση είναι κυρτή στο [0,∞).

Άρα:
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για κάθε x1, . . . , xn ⩾ 0.

Θέτοντας xi = log ri για 1 ⩽ i ⩽ n παίρνουμε την ζητούμενη ανισότητα.

Σχόλιο

Η μέθοδος που χρησιμοποιήσαμε στην Προτεινόμενη Λύση 1, δηλαδή πρώτα να απο-
δείξουμε των ισχυρισμό επαγωγικά για όλα τα n της μορφής 2m και μετά για τα
υπόλοιπα n ονομάζεται επαγωγή Cauchy. Με παρόμοιο τρόπο (δοκιμάστε το) μπορεί
να αποδειχθεί και η ανισότητα ΑΜ-ΓΜ.
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