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Πρόβλημα

Να δειχθεί ότι για κάθε θετικό ακέραιο n, η παράσταση

A = 2903n − 803n − 464n + 261n

είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 1897.

Πηγή: Ουγγαρία 1899

Προτεινόμενη Λύση

Θα χρησιμοποιήσουμε την ταυτότητα:

xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + · · ·+ xyn−2 + yn−1

Από αυτήν την ταυτότητα βλέπουμε ότι αν οι x, y είναι ακέραιοι, τότε το xn − yn είναι
πολλαπλάσιο του x− y.

Έχουμε λοιπόν:

2100|2903n − 803n και 203|464n − 261n

Επειδή (2100, 203) = 7, παίρνουμε ότι 7|A.

Έχουμε επίσης:

2439|2903n − 464n και 542|803n − 261n

Επειδή (2439, 542) = 271, παίρνουμε ότι 271|A.

Τέλος, επειδή (7, 271) = 1 πρέπει και 7·271|A, δηλαδή 1897|A όπως θέλαμε να δείξουμε.
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