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Πρόβλημα

Δίνονται θετικοί ακέραιοι a, b, c τέτοιο ώστε:

a2 − a− c

b
+

b2 − b− c

a
= a+ b+ 2

Να δειχθεί ότι το a+ b+ c είναι τέλειο τετράγωνο.

Πηγή: Λευκορωσία 2019

Προτεινόμενη Λύση

Κάνοντας ομώνυμα έχουμε:

a3 − a2 − ac+ b3 − b2 − bc = a2b+ ab2 + 2ab

Έχουμε ότι:

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

ac+ bc = (a+ b)c

a2b+ ab2 = (a+ b)ab

a2 + b2 + 2ab = (a+ b)2

Άρα

(a+ b)(a2 − ab+ b2 − c− ab− (a+ b)] = 0

Αφού όμως a+ b > 0, τότε a2−2ab+ b2− (a+ b+ c) = 0 ή ισοδύναμα a+ b+ c = (a− b)2.
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