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Πρόβλημα

Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f : R → R τέτοιες ώστε

f(2x+ f(y)) = x+ y + f(x)

για κάθε x, y ∈ R.

Πηγή: Αυστρία 2019

Προτεινόμενη Λύση

Αν f(y1) = f(y2) τότε

x+ y1 + f(x) = f(2x+ f(y1)) = f(2x+ f(y2)) = x+ y2 + f(x)

επομένως y1 = y2. Δηλαδή η συνάρτηση f είναι ένα προς ένα.

Για x = −y παίρνουμε

f(−2y + f(y)) = −y + y + f(−y) = f(−y)

Αφού η συνάρτηση είναι ένα προς ένα τότε −2y+f(y) = −y. Καταλήγουμε στο f(y) = y

το οποίο ισχύει για κάθε y ∈ R.
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