
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΔΕΚΕΜΒΡΙΟΣ 2019 
 
 
 
Ημερομηνία: 21/12/2019                                   Ώρα Εξέτασης: 09:30-12:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  
1. Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 
2. Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
3. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 
4. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 
5. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 

Πρόβλημα 1 
Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  𝛵𝛵 = 𝜈𝜈4 − 6𝜈𝜈3 + 23𝜈𝜈2 − 18𝜈𝜈,   𝜈𝜈 ∈ ℕ, είναι πολλαπλάσιο του 24.  
 
Πρόβλημα 2 
Δίνεται συνάρτηση 𝑓𝑓: [0,1] → ℝ συνεχής στο [0,1] και τρείς φορές παραγωγίσιμη στο (0,1) για την 
οποία ισχύουν 𝑓𝑓(0) = 𝑓𝑓′(0) = 𝑓𝑓′′(0) = 0 και 𝑓𝑓(1) = 1. Να αποδείξετε ότι: 

i. Υπάρχει 𝛼𝛼 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε να ισχύει 𝑓𝑓′(𝑎𝑎) = 2𝑎𝑎. 
ii. Υπάρχει 𝑏𝑏 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε να ισχύει 𝑓𝑓′(𝑏𝑏) = 3𝑏𝑏2. 

iii. Υπάρχει 𝑐𝑐 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε να ισχύει 𝑓𝑓′′(𝑐𝑐) = 2. 
iv. Υπάρχει 𝑑𝑑 ∈ (0,1) τέτοιο ώστε να ισχύει 𝑓𝑓′′′(𝑑𝑑) = 6. 

Πρόβλημα 3 
Θεωρούμε τον κύκλο (𝑐𝑐): 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 = 9 και την ευθεία (𝜀𝜀): 4𝑥𝑥 − 5𝑦𝑦 = 20. Από τυχαίο σημείο 𝛲𝛲 της 
(𝜀𝜀) φέρουμε τις εφαπτόμενες (𝜀𝜀1), (𝜀𝜀2) προς τον κύκλο και έστω 𝛢𝛢,𝛣𝛣 τα σημεία επαφής των 
εφαπτομένων με τον κύκλο. Αν 𝛭𝛭(𝛼𝛼,𝛽𝛽) είναι το μέσο των χορδών ΑΒ, τότε 
(α) Να αποδείξετε ότι η εξίσωση της ευθείας 𝛢𝛢𝛢𝛢 είναι:  𝛼𝛼𝑥𝑥 + 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2.  
(β) Να βρείτε την καρτεσιανή εξίσωση της καμπύλης στην οποία ανήκει ο γεωμετρικός τόπος του   
      σημείου 𝛭𝛭. 
 
Πρόβλημα 4 
Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ⊿𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢𝛢. Από τις κορυφές 𝛢𝛢,𝛣𝛣 και 𝛤𝛤 του τριγώνου φέρουμε κάθετες προς 
τις απέναντι πλευρές του και ονομάζουμε 𝛥𝛥,𝛦𝛦 και 𝛧𝛧 τα ίχνη τους πάνω στις πλευρές 𝛣𝛣𝛣𝛣,𝛢𝛢𝛢𝛢 και 𝛢𝛢𝛢𝛢 
αντίστοιχα. Από το σημείο 𝛣𝛣 φέρουμε κάθετη στην ευθεία 𝛥𝛥𝛥𝛥 και ονομάζουμε 𝛫𝛫 το σημείο τομής 
της με την ευθεία 𝛥𝛥𝛥𝛥. Από το σημείο 𝛤𝛤 φέρουμε κάθετη στην ευθεία 𝛥𝛥𝛥𝛥 και ονομάζουμε 𝛬𝛬 το 
σημείο τομής της με την ευθεία 𝛥𝛥𝛥𝛥. Από το σημείο 𝛦𝛦 φέρουμε την ευθεία (𝜀𝜀1) παράλληλη προς την 
𝛥𝛥𝛥𝛥 και από το σημείο 𝛬𝛬 φέρουμε την ευθεία (𝜀𝜀2) παράλληλη προς την 𝛣𝛣𝛣𝛣. Αν 𝛲𝛲 το σημείο τομής 
των ευθειών (𝜀𝜀1) και (𝜀𝜀2) να αποδείξετε ότι: 
(α) 𝛦𝛦𝛦𝛦 = 𝛦𝛦𝛦𝛦 
(β) το τετράπλευρο 𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧𝛧 είναι παραλληλόγραμμο. 

Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
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