
 

ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

ΔΕΚΕΜΒΡΙΟΣ 2023 

 

 

 

Ημερομηνία: 16/12/2023                                    Ώρα Εξέτασης: 09:30-12:30 

ΟΔΗΓΙΕΣ:  

1. Να λύσετε όλα τα θέματα, αιτιολογώντας πλήρως τις απαντήσεις σας. 

2. Κάθε θέμα βαθμολογείται με 10 μονάδες. 

3. Να γράφετε με μπλε ή μαύρο μελάνι (τα σχήματα επιτρέπεται με μολύβι). 

4. Δεν επιτρέπεται η χρήση διορθωτικού υγρού. 

5. Δεν επιτρέπεται η χρήση υπολογιστικής μηχανής.  

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 

Πρόβλημα 1 

(α) Για όλους τους πραγματικούς αριθμούς 𝑥, 𝑦, 𝑧  να αποδείξετε την ταυτότητα  

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 =
1

2
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)[(𝑥 − 𝑦)2 + (𝑦 − 𝑧)2 + (𝑧 − 𝑥)2] 

 

(β) Να βρείτε τα ζεύγη πραγματικών αριθμών (𝛼, 𝛽) που ικανοποιούν την εξίσωση 

 

𝛼3 + 𝛽3 + 3𝛼𝛽 = 1 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ: 

(α) Ξεκινώντας από το β΄ μέλος, με πράξεις καταλήγουμε στο α΄ μέλος.  

(β) Η εξίσωση, χρησιμοποιώντας το (α), γράφεται ισοδύναμα διαδοχικά 
 

𝛼3 + 𝛽3 + (−1)3 − 3𝛼𝛽(−1) = 0 
 

1

2
∙ (𝛼 + 𝛽 − 1)[(𝛼 − 𝛽)2 + (𝛼 + 1)2 + (𝛽 + 1)2] = 0 

 

(𝛼 + 𝛽 − 1)[(𝛼 − 𝛽)2 + (𝛼 + 1)2 + (𝛽 + 1)2] = 0 
 
Από την τελευταία παίρνουμε 

𝛼 + 𝛽 = 1     ή      {
𝛼 = 𝛽

𝛼 = −1
𝛽 = −1

 

 

𝛼 + 𝛽 = 1     ή     𝛼 = 𝛽 = −1 
Συνεπώς έχουμε τις λύσεις 

 
(𝜶, 𝜷) = (−𝟏, −𝟏) , (𝜶, 𝜷) = (𝒌, 𝟏 − 𝒌) , (𝜶, 𝜷) = (𝟏 − 𝒌, 𝒌)  ό𝜋𝜊𝜐 𝑘 ∈ ℝ 

 

 
 

 

Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 



 Πρόβλημα 2 

Αν 𝛼, 𝛽, 𝛾 είναι πραγματικοί αριθμοί διάφοροι ανά δύο, να βρείτε την αριθμητική τιμή της 
παράστασης  
 

𝛱 =
𝛼2 − 1

(𝛼 − 𝛽)(𝛼 − 𝛾) 
+  

𝛽2 − 1

(𝛽 − 𝛼)(𝛽 − 𝛾) 
+

𝛾2 − 1

(𝛾 − 𝛼)(𝛾 − 𝛽) 
     

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ: 

 

𝛱 =
𝛼2 − 1

(𝛼 − 𝛽)(𝛼 − 𝛾)
+  

𝛽2 − 1

(𝛽 − 𝛼)(𝛽 − 𝛾)
+

𝛾2 − 1

(𝛾 − 𝛼)(𝛾 − 𝛽) 
 

 

  =
1 − 𝛼2

(𝛼 − 𝛽)(𝛾 − 𝛼)
+  

1 − 𝛽2

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)
+

1 − 𝛾2

(𝛾 − 𝛼)(𝛽 − 𝛾) 
 

 

    =
(1 − 𝛼2)(𝛽 − 𝛾) + (1 − 𝛽2)(𝛾 − 𝛼) + (1 − 𝛾2)(𝛼 − 𝛽)

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

                     =
𝛽 − 𝛾 − 𝛼2𝛽 + 𝛼2𝛾 + 𝛾 − 𝛼 − 𝛽2𝛾 + 𝛽2𝛼 + 𝛼 − 𝛽 − 𝛾2𝛼 + 𝛾2𝛽

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
−𝛼2𝛽 + 𝛼2𝛾 − 𝛽2𝛾 + 𝛽2𝛼 − 𝛾2𝛼 + 𝛾2𝛽

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
−𝛼2(𝛽 − 𝛾) + 𝛼(𝛽2 − 𝛾2) − 𝛽𝛾(𝛽 − 𝛾)

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
(𝛽 − 𝛾)[−𝛼2 + 𝛼(𝛽 + 𝛾) − 𝛽𝛾]

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
−(𝛽 − 𝛾)[𝛼2 − 𝛼𝛽 − 𝛼𝛾 + 𝛽𝛾]

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
−(𝛽 − 𝛾)[𝛼(𝛼 − 𝛽) − 𝛾(𝛼 − 𝛽)]

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
 

 

=
(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)

(𝛼 − 𝛽)(𝛽 − 𝛾)(𝛾 − 𝛼)
= 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Πρόβλημα 3 

Δίνονται κύκλοι  𝑐1(𝑂, 𝑅), 𝑐2(𝛫, 𝜌) με 𝜌 < 𝑅 που εφάπτονται εξωτερικά στο σημείο 𝛢. Παίρνουμε 
σημεία 𝛣, 𝛤 πάνω στον κύκλο 𝑐1(𝑂, 𝑅) έτσι ώστε η ευθεία 𝛣𝛤 να εφάπτεται στον 𝑐2(𝛫, 𝜌) στο 
σημείο 𝛥 και το σημείο 𝛤 να βρίσκεται μεταξύ των σημείων 𝛣 και 𝛥.  

Αν η ευθεία 𝛣𝛢 τέμνει ξανά τον κύκλο 𝑐2(𝛫, 𝜌) στο σημείο 𝛦, να αποδείξετε ότι ∠𝛥𝛢𝛤 = ∠𝛥𝛢𝛦  

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ 1: 

 

Φέρουμε την κοινή εσωτερική εφαπτομένη των 

κύκλων στο 𝛢, που τέμνει την ευθεία 𝛣𝛤𝛥 στο 𝛧 

και έστω 𝛨 ένα σημείο στην προέκταση του 𝛣𝛥. 

Τότε από το θεώρημα «γωνία από χορδή και 

εφαπτομένη» έχουμε:  

∠𝛧𝛢𝛤 = ∠𝛢𝛣𝛤 και  ∠𝛧𝛢𝛥 = ∠𝛢𝛦𝛥 

Επίσης, ∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛨𝛥𝛦  

 

 

 

Στο τρίγωνο 𝛢𝛣𝛥 η γωνία ∠𝛨𝛥𝛦  είναι εξωτερική και έτσι  

 

∠𝛨𝛥𝛦 = ∠𝛢𝛣𝛥 + ∠𝛢𝛦𝛥 ⟹ ∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛢𝛣𝛤 + ∠𝛢𝛦𝛥  

                                                                                        ⟹ ∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛧𝛢𝛤 + ∠𝛧𝛢𝛥  

                                                                                        ⟹ ∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛥𝛢𝛤  

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ 2: 

 

Φέρουμε την κοινή εφαπτομένη των δύο κύκλων 

στο σημείο επαφής 𝛢 και έστω 𝛩 το σημείο τομής 

της με την 𝛣𝛤. Τότε έχουμε: 

∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛢𝛣𝛤 + ∠𝛢𝛥𝛣                         (1) 
ως εξωτερική γωνία του τριγώνου ΒΑΔ. 
Όμως, 

∠𝛢𝛣𝛤 = ∠𝛩𝛢𝛤                  (2) 
από γωνία χορδής και εφαπτομένης με αντίστοιχη 

εγγεγραμμένη στον κύκλο 𝑐1(𝑂, 𝑅)  
Επειδή 𝛩𝛥 = 𝛩𝛢 από το ισοσκελές τρίγωνο 𝛩𝛢𝛥 

παίρνουμε 

∠𝛢𝛥𝛣 = ∠𝛩𝛢𝛥                  (3) 
Από τις (2) και (3) η (1) γίνεται 

∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛩𝛢𝛤 + ∠𝛩𝛢𝛥  ⟹    ∠𝛥𝛢𝛦 = ∠𝛥𝛢𝛤                     
 

 

 

 

 

 

 

 



Πρόβλημα 4 

Να βρείτε όλους τους θετικούς τριψήφιους ακεραίους που είναι ίσοι με το άθροισμα του ψηφίου 
των εκατοντάδων, του τετραγώνου του ψηφίου των δεκάδων και του κύβου του ψηφίου των 
μονάδων του. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΛΥΣΗ: 

Έστω 𝜈 = 𝛼𝛽𝛾 = 100𝛼 + 10𝛽 + 𝛾   ο τριψήφιος αριθμός με  𝛼 ∈ {1, 2, 3, … , 9}, 𝛽 ∈ {0, 1, 2, … , 9} 

και 𝛾 ∈ {0, 1, 2, … , 9}. Τότε, σύμφωνα με το πρόβλημα, έχουμε: 

𝜈 = 𝛼 + 𝛽2 + 𝛾3 ⟹ 100𝛼 + 10𝛽 + 𝛾 = 𝛼 + 𝛽2 + 𝛾3 

                                                                            ⟹ 99𝛼 + 𝛽(10 − 𝛽) = 𝛾(𝛾 − 1)(𝛾 + 1) ∶  (1)    

 

Επειδή είναι  𝛼 ≥ 1, 𝛽 ≥ 0 από την (1) προκύπτει ότι 99𝛼 + 𝛽(10 − 𝛽) = 𝛾(𝛾 − 1)(𝛾 + 1) ≥ 99, 

οπότε 𝛾 ∈ {5, 6, 7, 8, 9}. 

Ακόμη, το γινόμενο 𝛽(10 − 𝛽) παίρνει τις τιμές {0, 9, 16, 21, 24, 25}. Όμως, από την (1) 

παρατηρούμε ότι το 𝛽(10 − 𝛽) είναι πολλαπλάσιο του 3, αφού  𝛾(𝛾 − 1)(𝛾 + 1) και 99𝛼  είναι 

πολλαπλάσια του 3. Άρα τελικά το γινόμενο 𝛽(10 − 𝛽) παίρνει τις τιμές {0, 9, 21, 24}. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

• 𝛾 = 5, οπότε από (1) παίρνουμε 99𝛼 = 120 − 𝛽(10 − 𝛽) = 120, 111, 99, 96, απ’ όπου 

99𝛼 = 99 & 𝛽(10 − 𝛽) = 21 ⟹ 𝛼 = 1 & 𝛽 = 3 ή 𝛽 = 7 

Άρα 𝝂 = 𝟏𝟑𝟓 ή 𝝂 = 𝟏𝟕𝟓  

• 𝛾 = 6, οπότε από (1) παίρνουμε 99𝛼 = 210 − 𝛽(10 − 𝛽) = 210, 201, 189, 186,  που 

απορρίπτονται. 

• 𝛾 = 7, οπότε από (1) παίρνουμε 99𝛼 = 336 − 𝛽(10 − 𝛽) = 336, 327,315, 312, που 

απορρίπτονται. 

• 𝛾 = 8, οπότε από (1) παίρνουμε 99𝛼 = 504 − 𝛽(10 − 𝛽) = 504, 495, 488, 483, 480, 479, 

απ’ όπου 99𝛼 = 495 & 𝛽(10 − 𝛽) = 9 ⟹ 𝛼 = 5 & 𝛽 = 1 ή 𝛽 = 9 

Άρα 𝝂 = 𝟓𝟏𝟖 ή 𝝂 = 𝟓𝟗𝟖  

• 𝛾 = 9, οπότε από (1) παίρνουμε 99𝛼 = 720 − 𝛽(10 − 𝛽) = 720, 711, 699, 696, που 

απορρίπτονται. 

 

 

 

 


